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PREFACIO
Losdosvol´umenesdeesteCursode M´etodosdelaF´ısicaMatem´aticacubren
loscontenidosdelcursohom´onimodestinadoaestudiantesdelasLicenciaturasen
F´ısicadelaFacultaddeCienciasExactasyenCienciasAstron´omicasdelaFacultad
deCienciasAstron´omicasyGeof´ısicasdelaUniversidadNacionaldeLaPlata.Se
tratadeunaasignaturacuatrimestraloptativaalaqueesosestudiantespuedentener
accesoapartirdelsegundocuatrimestredeltercera˜nodeesascarreras,unavezque
hayantomadocursosdeAlgebraLinealydeEcuacionesDiferenciales(adem´asde
losb´asicos,variablecomplejaincluida).
Estetextoest´abasadoenlasNotasdelCursode M´etodosdelaF´ısica Ma-
tem´atica,resultadodevariosa˜nosdedictadodeesaasignaturaduranteloscuales
sehanidoadecuandoloscontenidosyelniveldelaexposici´onalasposibilidades
queofreceunaasignaturacuatrimestraldeestascaracter´ısticasyenesaetapadelas
mencionadascarreras.Deesemodo,esasNotasfueronredactadasconelobjetode
introduciralestudianteenelmanejodeconceptosym´etodosquehoyresultanb´asi-
cosenlaF´ısicaMatem´aticaysusaplicacionesalaMec´anicaCu´antica,lasTeor´ıas
delasInteraccionesFundamentalesylaMateriaCondensada.
Lastem´aticasquecubreestecursosuelenserexpuestasenlanumerosabiblio-
graf´ıadisponible(engeneral,enidiomaingl´es)deunamaneraexcesivamenteabs-
tractaoextensaparalasnecesidadesyobjetivosdelmismo.Porelcontrario,estos
dosvol´umeneshansidoescritosbuscandointroducirlosconceptosdeformaclaray
natural,conunlenguajeadecuadoalniveldecarrerasdegrado,procurandofacilitar
lapresentaci´onyaﬁanzamientodelosconocimientosmedianteunaejempliﬁcaci´on
convenientementeseleccionada.As´ı,sehabuscadomantenerelrigormatem´aticoen
lapresentaci´onperoprocurandoeldesarrolodelanecesariaintuici´onsobrecada
tema.
Enesesentido,sehanevitadolascomplicacionesdeunaexposici´onexcesivamen-
teformaloabstractay,sinperderdevistalanecesariageneralidad,sehabuscado
ponerelacentoenaquelassituacionesconcretasquereﬂejanlosconceptosdema-
neram´astransparenteydondeelc´alculodirectopuederesultarm´asinstructivo.
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As´ıescomo,enelprimervolumen,laspropiedadesdelosespaciosdeHilbert
sonpresentadassinrecurriralateor´ıadelamedida(loqueexceder´ıalasposibili-
dadesdelcurso),sinomedianteunaintroducci´onintuitivadelconceptodeintegral
deLebesgueque,noobstante,resultasuﬁcienteparalosprop´ositosdelcurso.Las
propiedadesespectralesdelosoperadorescompactossonderivadasyempleadaspa-
radesarrolarlosm´etodosderesoluci´ondeecuacionesintegralesyparaestudiarlas
propiedadesdeloperadorresolvente.Tambi´enesanalizadoelproblemadelade-
terminaci´ondelasextensionesautoadjuntasdeoperadoressim´etricosnoacotados,
tomandocomoejemplooperadoresdeusohabitualencursosdeMec´anicaCu´antica.
Latransformaci´ondeFourieresestudiadaenelespaciodeSchawrtz,paraluegoser
extendidaalespaciodefuncionesdecuadradointegrableconlosm´etodospropiosdel
espaciodeHilbert.Por´ultimo,seincluyeunaintroducci´onalaTeor´ıadeDistribu-
cionesenlaquesepresenta(conunbuenn´umerodeejemplos)desdelasdeﬁniciones
b´asicasdeconvergencia,derivada,primitivaytransformaci´ondeFourier,hastala
convoluci´ondedistribuciones,conaplicaci´onalaresoluci´ondeecuacionesdiferen-
cialesenderivadasparcialesempleandosussolucionesfundamentalesofuncionesde
Green.
Elsegundovolumenest´adedicadoaunaintroducci´onalaTeor´ıadeGrupos,
herramientaesencialdelasmodernasteor´ıasdelaF´ısica.As´ıescomo,despu´esde
lapresentaci´ondeloselementosgeneralesdelateor´ıa,seconsideranlaspropiedades
delosgruposdeordenﬁnitoysusrepresentaciones,deaplicaci´on,porejemplo,ala
F´ısicaMolecularydelS´olido,yelcasodelosgruposcontinuos,derelevanciapara
laMec´anicaCu´anticaylaF´ısicadelasInteraccionesFundamentales.
Elinter´esenelestudiodelasrepresentacionesmatricialesdelosgruposdesi-
metr´ıasesmotivadoconsiderandolaecuaci´ondeSchr¨odingerenunpotencialcentral,
paraluegoreferirsem´asgeneralmentealosgruposdesimetr´ıasdesistemascu´anti-
cos.Enlapresentaci´ondelosgruposdeLies´oloseproponeunadescripci´onintuitiva
delasvariedadesdiferenciablesysusgruposdehomotop´ıa.Laspropiedadesdelas
a´lgebrasdeLiesonderivadaspreferentementeapartirdesusrepresentacionesmatri-
ciales,loqueresultam´asaccesiblequepresentacionesm´asabstractas.Enparticular,
elestudiodelosgruposSU(2)ySO(3)ydesusrepresentacionesirreduciblesseex-
poneconmayorextensi´on,procurandogenerarapartirdeeloslasideasb´asicas
quefacilitenlaintroducci´ondegruposm´ascomplicadosydesuspropiedadesenlos
cursosposterioresdePart´ıculasyCamposquelorequieran.
Laclasiﬁcaci´ondeCartandelas´algebrassimplesysusrepresentaciones,descritas
mediantera´ıces,pesosyelgrupodeWeyl,sonpresentadosdemaneramuyresumida
ym´asbienat´ıtuloinformativo,dadoellimitadotiempodisponible.
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Por´ultimo,comoejemplodegrupodeLienocompactoyporsurelevanciapara
laformulaci´ondeteor´ıasrelativistas,esanalizadoelgrupodeLorentzysusrepre-
sentacionesirreducibles,loquepermitesuaplicaci´onencursosdeTeor´ıaCu´antica
deCamposoGravitaci´on.
Ambosvol´umenesﬁnalizanconunlistadodeejerciciospropuestos,conlosque
sebuscaaﬁanzarycomplementarlaexposici´onpreviadecadatema.
Cabeconsignarque,sibienloscontenidosdescritosjustiﬁcar´ıaneldictadode
doscursosseparados(unodeAn´alisisFuncionalyotrodeTeor´ıadeGrupos),el
enfoquequesehadadoaestetextohapermitidoquelosestudiantesalosque
est´adirigidoaccedieranenuncuatrimestreaconocimientosqueresultanesenciales
paralaF´ısicamoderna,satisfaciendonecesidadesconcretasdealgunasorientaciones
delasLicenciaturasenF´ısicayenCienciasAstron´omicas.
Porotraparte,se˜nalemosqueestosvol´umenesnopretendensustituiraloslibros
quesonreferenciasusualesenestasa´reas,deloscualess´olounospocoshansido
listadosenlaBibliograf´ıa,sinom´asbienconstituirunaintroducci´onparaaquelos
querequieranunconocimientom´asamplioyformaldelostemasaqu´ıtratados.
Finalmente,digamosquenuestroenfoqueest´abasadoprincipalmenteenlabi-
bliograf´ıase˜naladaalﬁnaldecadacap´ıtulo.
LaPlata,diciembrede2014. HoracioA.Falomir
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Cap´ıtulo1
ESPACIOSEUCL´IDEOS
1.1. Espacioseucl´ıdeos
UnespaciolinealE(sobreelcuerpodeloscomplejosolosreales)sedice
eucl´ıdeo1sitienedeﬁnidaunareglaqueatodopardevectoresdeEleasigna
unn´umerocomplejo(realenelsegundocaso),lamadoproductoescalar,quesa-
tisfacelossiguientesaxiomas:∀x,y,z∈Ey∀α,β∈C(oR),elproductoescalar
es
linealrespectodelsegundoargumento,
(z,αx+βy)=α(z,x)+β(z,y), (1.1.1)
Herm´ıtico2(sim´etricoenunespacioreal),
(y,x)=(x,y)∗ (1.1.2)
(dondeA∗indicaelcomplejoconjugadodeA),
positivodeﬁnido,
(x,x)≥0,y(x,x)=0⇔x=0, (1.1.3)
donde0∈Eeselvectornulodeeseespacio.
N´otesequelosprimerosdosaxiomasimplicanqueelproductoescalarenun
espaciocomplejoesantilinealrespectodesuprimerargumento(sesquilineal),
(αx+βy,z)=(z,αx+βy)∗=α∗(x,z)+β∗(y,z), (1.1.4)
mientrasqueenunespaciorealesbilineal.
Todaformacuadr´aticadeﬁnidasobreunespaciovectorialE,quesealineal,
Herm´ıticaypositivadeﬁnidapuedesertomadacomoproductoescalar,paraas´ıdarle
aElaestructuradeunespacioeucl´ıdeo.
1Eucl´ıdesdeAlejandr´ıa(325-265a.c.).
2CharlesHermite(1822-1901).
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Ejemplo1.1.Parax,y∈Rn,sedeﬁne
(x,y):=
n∑
i=1
xiyi, (1.1.5)
yparax,y∈Cn,
(x,y):=
n∑
i=1
x∗iyi. (1.1.6)
Enamboscasosseveriﬁcanlosanterioresaxiomas.
Ejemplo1.2.SedenominaC(a,b)alconjuntodelasfuncionescontinuasx(t)
deﬁnidasenelintervalocerrado−∞<a≤t≤b<∞.Esteconjuntoseestructura
comounespaciovectorialrespectodelasoperacionesusualesdesumadefunciones
ydeproductodefuncionesporn´umeros,cuyoelementoneutro0(t)eslafunci´on
id´enticamentenula.PuededeﬁnirseenC(a,b)elsiguienteproductoescalar:para
x(t),y(t)∈C(a,b),
(x,y):=
∫b
a
x(t)∗y(t)dt, (1.1.7)
quesatisfacetodoslosaxiomasnecesarios.Enparticular,
(x,x):=
∫b
a
|x(t)|2dt≥0, (1.1.8)
ysi(x,x)=0,entonces
0=
∫b
a
|x(t)|2dt≥
∫b1
a1
|x(t)|2dt≥0, (1.1.9)
paratodoa≤a1≤b1≤b.Enconsecuencia,x(t)≡0.Enefecto,comox(t)es
continua,sifuesedistintadeceroenunpuntotambi´enloser´ıaentodounentorno
dedichopunto,encontradicci´oncon(1.1.9).
Estructuradoconeseproductoescalar,elespacioeucl´ıdeodelasfuncionescon-
tinuasenelintervalo[a,b]sedenotaporC2(a,b).
Losdosprimerosaxiomasimplicanque,dadasdoscombinacioneslinealesde
vectores,x=α1x1+···+αkxk,y=β1y1+···+βlyl,dondex1,...,xk,y1,...,yl∈E,
yα1,...,αk,β1,...,βl∈C,tenemos
(x,y)=
k∑
i=1
l∑
j=1
α∗iβj(xi,yj). (1.1.10)
Adem´as,elproductoescalarporelvectornuloessiemprecero,
(x,y)=(x+0,y)=(x,y)+(0,y)⇒(0,y)=0,∀y∈E. (1.1.11)
1.1.ESPACIOSEUCL´IDEOS 15
Elaxiomadepositividadpermitedeﬁnirunanormaolongitudparacadavector
deunespacioeucl´ıdeo:
∥x∥:=+√(x,x)≥0. (1.1.12)
Enparticular,∥x∥=0⇔x=0.
Porotraparte,siλ∈C,
∥λx∥=√|λ|2(x,x)=|λ|∥x∥. (1.1.13)
Estopermitenormalizartodovectordelongitudnonula.Enefecto,six≠0
entonces∥x∥>0.Seaλ∈Ctalque|λ|=∥x∥−1,yseay=λx.Entonces,
∥y∥=|λ|∥x∥=1. (1.1.14)
Ejemplo1.3.Parax=


ξ1
ξ2..
ξn

∈R
n,
∥x∥=
√
ξ21+ξ22+···+ξ2n. (1.1.15)
Ejemplo1.4.Parax(t)∈C2(a,b)
∥x∥=
{∫b
a
|x(t)|2dt
}12
. (1.1.16)
UnsubconjuntoF⊂Esediceacotadosilalongituddetodoslosvectores
x∈Fest´aacotadaporunamismaconstante,∥x∥≤K.
Ejemplo1.5.Laesferaderadio1enE,quecontieneatodoslosvectoresde
longitud∥x∥≤1,esunconjuntoacotado.
Consideremosdosvectoresnonulosx,y∈Eparaloscuales(x,y)=eiθ|(x,y)|,
yseaλ∈R.Entonces,elcuadradodelanormadelacombinaci´onlinealλeiθx−y,
P(λ):=∥λeiθx−y∥2=(λeiθx−y,λeiθx−y)=
λ2(x,x)−λe−iθ(x,y)−λeiθ(y,x)+(y,y)=
=λ2∥x∥2−2λ|(x,y)|+∥y∥2≥0,
(1.1.17)
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esunpolinomiocuadr´aticoenλquenotomavaloresnegativos.Enconsecuencia,
P(λ)nopuedetenerdosra´ıcesrealesdistintas,loquerequierequeeldiscriminante
delaecuaci´onP(λ)=0seanopositivo,
(−2|(x,y)|)2−4∥x∥2∥y∥2≤0.
Deaqu´ısededucelasiguientepropiedad,
(x,y)≤∥x∥∥y∥. (1.1.18)
EstaesladesigualdaddeCauchy-Schwarz3,quevaleparatodopardevectores
deunespacioeucl´ıdeo.
Ejemplo1.6.Parax=


ξ1
ξ2..
ξn

,y=


η1
η2..
ηn

∈C
n,ladesigualdaddeCauchy
-Schwarzsereducea
(x,y)=
n∑
k=1
ξ∗kηk ≤
{ n∑
k=1
|ξk|2
}12{ n∑
k=1
|ηk|2
}12
. (1.1.19)
Ejemplo1.7.Parax(t),y(t)∈C2(a,b)tenemos
(x,y)=
∫b
a
x(t)∗y(t)dt≤
{∫b
a
|x(t)|2dt
}12{∫b
a
|y(t)|2dt
}12
. (1.1.20)
Supongamosqueparaundadopardevectoresx,y∈Eladesigualdad(1.1.18)
sereduceaunaigualdad,esdecir,(x,y)=∥x∥∥y∥.Enesecasoeldiscriminante
delaecuaci´onP(λ)=0escero,yP(λ)tieneunara´ızrealdoble:∃λ0∈Rtalque
P(λ0)=∥λ0eiθx−y∥2=0 ⇒ y=(λ0eiθ)x. (1.1.21)
Dosvectoresnonulosproporcionalesentres´ısedicencolineales.
Enunespacioeucl´ıdeoreal,ladesigualdaddeCauchy-Schwarzpermitedeﬁnir
el´anguloentredosvectoresmediantelarelaci´on
cosxy:= (x,y)∥x∥∥y∥. (1.1.22)
Dosvectoresx,y∈Esedicenortogonalessi(x,y)=0,loquesedenotapor
x⊥y.Enparticular,elvectornuloesortogonalatodovectordeE.
3Augustin-LouisCauchy(1789-1857).KarlHermannAmandusSchwarz(1843-1921).
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Enunespacioeucl´ıdeoreal,ela´nguloentredosvectoresnonulosortogonales
entres´ıesπ/2(cosxy=0).
Ejemplo1.8.EnRn,losvectorese1=


1
0
0
..
0


ye2=


0
1
0
..
0


sonortogonales
entres´ı.
Ejemplo1.9.EnC2(a,b),
x(t)⊥y(t)⇒
∫b
a
x(t)∗y(t)dt=0. (1.1.23)
Elsistematrigonom´etrico,
{cos(kt),k=0,1,...;sin(lt),l=1,2,...}⊂C2(−π,π), (1.1.24)
esunconjuntoinﬁnitodevectoresortogonalesentres´ı,loquepuedeserf´acilmente
comprobado.
Lema1.1.Silosvectoresnonulos{x1,x2,...,xk}sonortogonalesentres´ı,
entoncessonlinealmenteindependientes.
Enefecto,supongamosque,porelcontrario,sonlinealmentedependientes.En-
toncesexistenkn´umerosCi,notodosnulos,talesqueC1x1+C2x2+···+Ckxk=0.
Supongamos,porejemplo,queC1≠0,ytomemoselproductoescalardeesacom-
binaci´onlinealnulaconelvectorx1.Comoxi⊥xjparai̸=j,tenemosque
0=(x1,0)=C1(x1,x1)=C1∥x1∥2⇒ x1=0, (1.1.25)
encontradicci´onconlahip´otesis.Enconsecuencia,Ci=0,∀i=1,...,k,ylos
vectoressonlinealmenteindependientes.
DelLema1.1sedesprendequesiunasumadevectoresortogonalesentres´ıes
elvectornulo,entoncescadasumandoes0.
Sedeﬁneladimensi´ondeunespacioeucl´ıdeoEcomoelm´aximon´umerode
vectoreslinealmenteindependientesqueesposibleseleccionarenE.Porejemplo,la
dimensi´ondeCnesn.
Laexistenciadelsistematrigonom´etrico,ec.(1.1.24),muestraquelosespacios
defuncionesC2(a,b)notienendimensi´onﬁnita.
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Lema1.2.Silosvectores{x1,x2,...,xk}sonortogonalesay∈E,entonces
todacombinaci´onlinealdeelosestambi´enortogonalay,
(
y,
k∑
i=1
Cixi
)
=
k∑
i=1
Ci(y,xi)=0. (1.1.26)
Elconjuntodetodaslascombinacioneslinealesde{x1,x2,...,xk}constituyeun
subespaciolinealF⊂E.Sedicequeelvectoryesortogonaladichosubespacio,lo
quesedenotapory⊥F.
Engeneral,sedicequexesortogonalaunsubconjuntoG∈Esixesortogonal
atodovectordedichosubconjunto,
x⊥G ⇔ x⊥y,∀y∈G. (1.1.27)
DelLema1.2resultaqueelconjuntodetodoslosvectoresortogonalesaun
subconjuntoG⊂EformanunsubespacioF⊂E.SiGes´elmismounsubespacio
deE,sedicequeFessucomplementoortogonal.
Losespacioseucl´ıdeoscompartenciertaspropiedades m´etricasconocidasde
lageometr´ıaenelplanoyelespacio,comolomuestranlossiguientesteoremas.
Teorema 1.1.(dePit´agoras)Six,y∈Esonortogonalesentres´ı,x⊥ y,
entonces
∥x+y∥2=(x+y,x+y) =∥x∥2+∥y∥2 (1.1.28)
(enuntri´angulorect´angulo,elcuadradodelalongituddelahipotenusaesiguala
lasumadeloscuadradosdelaslongitudesdeloscatetos).
Esteresultadosegeneralizademodoquesilosvectores{x1,x2,...,xk}son
ortogonalesentres´ı,xi⊥xjparai̸=j,entonces
∥x1+···+xk∥2=∥x1∥2+···+∥xk∥2. (1.1.29)
Teorema1.2.(desigualdadestriangulares)Dadosx,y∈E,setieneque
∥x∥−∥y∥ ≤∥x+y∥≤∥x∥+∥y∥ (1.1.30)
(lalongituddeunladodeuntri´angulonosuperaalasumadelaslongitudesdelos
otrosdoslados,niesmenorquesudiferenciaenvalorabsoluto).
Enefecto,consideremoselproductoescalar
∥x+y∥2=(x+y,x+y) =∥x∥2+2ℜ(x,y)+∥y∥2. (1.1.31)
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LadesigualdaddeCauchy-Schwarzpermiteescribir
|ℜ(x,y)| ≤|(x,y)| ≤∥x∥∥y∥ ⇒
(
∥x∥−∥y∥
)2 ≤∥x+y∥2≤
(
∥x∥+∥y∥
)2,
(1.1.32)
dedonderesulta(1.1.30).
Porotraparte,essabidoqueenunespacioeucl´ıdeoEndedimensi´onﬁnitan
siempreesposibleseleccionarunsistemacompletodenvectoresortonormales,
{e1,e2,...,en}|(ei,ej)=δij, (1.1.33)
respectodelcualtodovectorx∈Enpuedeserrepresentado(deforma´unica)como
unacombinaci´onlinealdelaforma
x=ξ1e1+···+ξnen, (1.1.34)
dondelosξisonlamadoscoeﬁcientesdeFourier4dexrelativosalabaseconsi-
derada.Elosest´andadospor
ξi=(ei,x),i=1,...,n. (1.1.35)
Similarmente,dadoy∈En,y=η1e1+···+ηnen,tenemosparaelproducto
escalar
(x,y)=
n∑
i,j=1
ξ∗iηj(ei,ej)=
n∑
i=1
ξ∗iηi, (1.1.36)
yparalanorma
∥x∥= √|ξ1|2+···+|ξn|2. (1.1.37)
N´otesequeenestosresultadosnadanospermitedistinguirentreelespacioEn
consideradoyelespacioCn,enelcualhubi´eramosseleccionadolosvectoresx¯=

ξ1
ξ2..
ξn

ey¯=


η1
η2..
ηn

.Enefecto,
(¯x,¯y)Cn=
n∑
i=1
ξ∗iηi, ∥¯x∥Cn=
√|ξ1|2+···+|ξn|2. (1.1.38)
Porotraparte,alacombinaci´onlinealαx+βylecorrespondeporcoeﬁcientesde
Fourierloselementosdelan-uplaαx¯+β¯y.
4Jean-BaptisteJosephFourier(1768-1830).
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Dosespacioseucl´ıdeos,EyE′,sedicenisomorfossiesposibleestablecerentre
suselementosunacorrespondenciabiun´ıvocaquepreservelasoperacioneslineales
ylosproductosescalares:
∀x,y∈E∃x′,y′∈E′talquesix↔x′,y↔y′⇒
⇒


αx+βy↔αx′+βy′,∀α,β∈C(oR),
(x,y)E=(x′,y′)E′.
(1.1.39)
Evidentemente,elisomorﬁsmodeespacioseucl´ıdeosestableceunarelaci´ondeequi-
valencia.
Ejemplo1.10.Dosespacioseucl´ıdeosrealescualesquieradedimensi´onﬁnita
nsonisomorfosentres´ı(y,porlotanto,isomorfosaRn).Paramostrarlobasta
conestablecerunacorrespondenciaunoaunoentrelosnvectoresdedosdesus
respectivasbasesortonormales.Similarmente,todoespacioeucl´ıdeocomplejode
dimensi´onnesisomorfoaCn.
1.2. Formaslinealessobreespacioseucl´ıdeos
Unafunci´onescalar(avaloresnum´ericos)deﬁnidasobreunespacioeucl´ıdeoE,
f:E→C(oR),eslamadaformaofuncionallinealsisatisface
f(αx+βy)=αf(x)+βf(y),∀x,y∈E,∀α,β∈C(oR). (1.2.1)
Evidentemente,paraunaformalinealtenemosquef(0)=0,y
f
( k∑
i=1
αkxk
)
=
k∑
i=1
αkf(xk). (1.2.2)
Ejemplo1.11.Enunespacion-dimensionalEn,generadoporlabase{e1,...,en},
yparax=ξ1e1+···+ξnen,tenemos
f(x)=
n∑
i=1
ξif(ei)=
n∑
i=1
c∗iξi,conci=f(ei)∗. (1.2.3)
Porlotanto,unafuncionallinealenunespaciodedimensi´onﬁnitaquedadeter-
minadaporlosvaloresqueelatomasobrelosvectoresdeunsistemacompleto.
Adem´as,delisomorﬁsmoentreEnyelespaciodelasn-uplasden´umeroscomplejos,
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resultaquefest´arepresentadaenesteu´ltimoespacioporelproductoescalarpor
unvectorﬁjo,¯c:=


c1..
cn

↔z=c1e1+···+cnen.
Ejemplo1.12.Elproductoescalarporunvectorﬁjodeunespacioeucl´ıdeo
arbitrariodeﬁneunafuncionallinealsobreeseespacio.Enefecto,siz∈E,
f(x):=(z,x),∀x∈E (1.2.4)
deﬁneunaformalinealcomoconsecuenciadelalinealidaddelproductoescalar.
Ejemplo1.13.Enparticular,siz(t)esunafunci´oncontinuaenelintervalo
[a,b],entonces
f(x):=
∫b
a
z(t)∗x(t)dt (1.2.5)
deﬁneunafuncionallinealsobreC2(a,b).
Ejemplo1.14.Peronotodafuncionallinealenunespaciodedimensi´oninﬁnita
puedeserrepresentadaenlaformadeunproductoescalarporunvectorﬁjodel
espacio.Enefecto,consideremosnuevamenteelespacioC2(a,b),yseat0∈[a,b].El
valorquex(t)∈C2(a,b)tomaenelpuntot0deﬁneunaformalineal,
f(x):=x(t0). (1.2.6)
T´engaseencuentaquenoexisteningunafunci´oncontinuaδ(t,t0)talque
∫b
a
δ(t,t0)x(t)dt=x(t0),∀x(t)∈C2(a,b). (1.2.7)
Unafuncionalf(x)sediceacotadasiexisteunaconstante0≤K<∞ talque
|f(x)|≤K∥x∥,∀x∈E. (1.2.8)
Ejemplo1.15.Elproductoescalarporunvectorﬁjodeunespacioeucl´ıdeo
arbitrariodeﬁneunafuncionallinealacotada.Enefecto,envirtuddeladesigualdad
deCauchy-Schwarz,
|f(x)|=|(z,x)|≤∥z∥∥x∥,∀x∈E. (1.2.9)
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1.3. Operadoreslinealessobreespacioseucl´ıdeos
Unoperadorsobreunespacioeucl´ıdeoEesunafunci´onavaloresvectoriales
deﬁnidasobreE,A:E→E.
UnoperadorAsedicelinealsi
A(αx+βy)=αAx+βAy,∀x,y∈E,∀α,β∈C(oR). (1.3.1)
ParaunoperadorlinealsecumplequeA0=0,y
A
k∑
i=1
αixi=
k∑
i=1
αiAxi. (1.3.2)
Ejemplo1.16.Eloperadornulo,Ox=0,∀x∈E,esunoperadorlineal.
Ejemplo1.17.Eloperadoridentidad,Ix=x,∀x∈E,esunoperador
lineal.
Ejemplo1.18.Consideremosunsubespaciodedimensi´onﬁnitandeunespacio
eucl´ıdeoarbitrario,En⊂E,ysea{e1,...,en}unsistemaortonormalycompletoen
En.Sedeﬁneeloperadordeproyecci´onsobreelsubespacioEnporlarelaci´on
Px=
n∑
i=1
ei(ei,x). (1.3.3)
Setratadeunoperadorlinealidempotente:P(Px)=Px,∀x∈E.Enefecto,
comoPei=ei,tenemos
P(Px)=P
n∑
i=1
ei(ei,x)=
n∑
i=1
(ei,x)Pei=Px,∀x∈E. (1.3.4)
ElproyectorsobreelcomplementoortogonaldeEnest´adadoporP¯=I−P.
Enefecto,∀x∈Ey∀i=1,...,n,
(ei,(I−P)x)=(ei,x)−
n∑
j=1
(ei,ej)(ej,x)=0. (1.3.5)
Ejemplo1.19.Enunespaciodedimensi´onﬁnitaEngeneradoporelsistema
ortonormalycompleto{e1,...,en},unoperadorlinealtalque
Aek=λkek,k=1,...,n, (1.3.6)
conλkn´umerosdados,sedicediagonal.Esosn´umeros,lamadosautovaloresde
A,deﬁnencompletamentesuacci´onsobreunvectorarbitrario:
Ax=A(ξ1e1+···+ξnen)=λ1ξ1e1+···+λnξnen. (1.3.7)
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Ejemplo1.20.Lamultiplicaci´ondeelementosdeC2(a,b)porunafunci´oncon-
tinuaﬁjaφ(t)deﬁneunoperadorlineal,
∀x(t)∈C2(a,b), Ax(t):=φ(t)x(t)∈C2(a,b). (1.3.8)
Ejemplo1.21.EloperadorintegraldeFredholm5,A:C2(a,b)→C2(a,b),
est´adeﬁnidopor
y(t)=Ax(t):=
∫b
a
K(t,s)x(s)ds,∀x(t)∈C2(a,b), (1.3.9)
dondeeln´ucleodeloperador,K(t,s),esunafunci´oncontinuadesusdosvariables.
Ejemplo1.22.Losoperadoresdelosdosejemplosanterioresest´andeﬁnidos
sobretodoelespacioC2(a,b).Peroeventualmenteesnecesarioconsideraroperadores
deﬁnidos´unicamentesobreciertossubespaciosdeC2(a,b).Unejemploeseloperador
diferencial
Dx(t):=x′(t), (1.3.10)
deﬁnidos´olosobreelconjuntodeaquelasfuncionesdeC2(a,b)quetienenuna
derivadaprimeracontinua,x′(t)∈C2(a,b).
ElEjemplo1.18permiteestablecerelsiguiente
Lema1.3.Dadounsubespaciodedimensi´onﬁnitadeunespacioeucl´ıdeo,todo
vectorpuedeserrepresentadocomolasumadedosvectoresortogonalesentres´ı,
x=u+v,dondeu=Px∈En,yv=(I−P)x⊥En. (1.3.11)
Eln´ucleo(kernel)osubespacionulodeunoperadorlinealA,Ker(A),esel
conjuntodevectoresx∈Equesonaplicadosenelvectornuloporlaacci´ondeA,
Ax=0, ∀x∈Ker(A)⊂E (1.3.12)
(mostrarquesetratadeunsubespacio).
ElrangooimagendeunoperadorlinealA,Rank(A),eselconjuntodevectores
y∈EquesonlaimagenporAdealg´unvectordex∈E,
∀y∈Rank(A)⊂E,∃x∈E|y=Ax. (1.3.13)
5ErikIvarFredholm(1866-1927).
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Unoperadorlinealdeﬁnidosobreunespacioeucl´ıdeodedimensi´onﬁnitaqueda
determinadocompletamenteporlosvaloresquetomasobreunabaseortonormalde
eseespacio.Enefecto,consideremosunespaciodedimensi´onn,En,generadopor
unsistemaortonormalcompleto{e1,...,en}.EloperadorAaplicalosvectoresde
labaseenunacombinaci´onlinealdeesosmismosvectores,
Aei=
n∑
j=1
ejAji, i=1,...,n, (1.3.14)
mientrasqueparaunvectorarbitrariox=ξ1e1+···+ξnentenemos
Ax=
n∑
i=1
ξiAei=
n∑
j=1
ej
n∑
i=1
Ajiξi. (1.3.15)
Elvectorimageny=Ax=η1e1+···+ηnentieneporcoeﬁcientesdeFourier
aηj=∑ni=1Ajiξi,obien,ennotaci´onmatricial,

η1..
ηn

=


A11 ... A1n.. ..
An1 ...Ann




ξ1..
ξn

. (1.3.16)
Enconsecuencia,haciendousodelisomorﬁsmoqueexisteentreelespaciocom-
plejo(real)EnyelespacioCn(Rn),vemosquetodooperadorlinealApuedeser
representadoporunamatrizAden×n(operadorlinealsobreelespaciodelan-
uplas),cuyoselementosde matriz(relativosalabaseconsiderada)est´andados
porAij=(ei,Aej).
Inversamente,dadaunabaseortonormalenEn,todamatrizden×ndeﬁneun
operadorlinealsobredichoespaciomediantelarelaci´on(1.3.15).Enconsecuencia,
existeunacorrespondenciabiun´ıvocaentreoperadoreslinealessobreEnymatrices
den×n(operadoreslinealessobreelespaciodelan-uplas).
DosoperadoreslinealesAyBdeﬁnidossobreunespacioeucl´ıdeoEsoniguales
siAx=Bx,∀x∈E.
Aligualqueconlasmatrices,esposibledeﬁniroperacionesdesumaymultipli-
caci´onporn´umerosdeoperadoreslinealessobreunespacioeucl´ıdeo.
Enefecto,seanA,B,CoperadoreslinealessobreE,yλ,λ1,λ2 n´umeros;las
siguientesoperacionesdeﬁnennuevosoperadoreslinealessobreE:
lasumaoadici´ondedosoperadoreslineales,C=A+B,esunoperador
linealdeﬁnidopor
Cx:=Ax+Bx, ∀x∈E; (1.3.17)
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lamultiplicaci´onoproducto deunoperadorlinealAporunn´umeroλ
esunoperadorlinealdeﬁnidopor
(λA)x:=λ(Ax), ∀x∈E; (1.3.18)
(mostrarenamboscasosqueeloperadorresultanteeslineal).
SiOeseloperadornulo,y−A=(−1)A,comoconsecuenciadelasoperaciones
linealesdeﬁnidassobrevectoresseveriﬁcadeinmediatoque
A+B=B+A,
(A+B)+C=A+(B+C),
A+O=A,
A+(−A)=O,
1A=A,
λ1(λ2A)=(λ1λ2)A,
(λ1+λ2)A=λ1A+λ2A,
λ(A+B)=λA+λB.
Estomuestraqueelconjuntodetodoslosoperadoreslinealesdeﬁnidossobreun
espacioeucl´ıdeoEformanelosmismosunespaciovectorialsobreelmismocuerpo
queE.
Tambi´enesposibleintroducirunproductoocomposici´ondeoperadoreslinea-
les,quecorrespondealproductousualdematrices.SiA,Bsonoperadoreslineales
sobreE,lacomposici´onC=ABeseloperadorlinealdeﬁnidopor
Cx=(AB)x:=A(Bx), ∀x∈E. (1.3.19)
Enefecto,elproductoABas´ıdeﬁnidoeslineal:
(AB)(αx+βy)=A(αBx+βBy)=α(AB)x+β(AB)y. (1.3.20)
Conestadeﬁnici´ontambi´enseveriﬁcaque
A(BC)=(AB)C,
A(B+C)=AB+AC,
(A+B)C=AC+BC,
λ(AB)=(λA)B=A(λB),
IA=AI=A,
peroengeneral
AB≠BA.
Estoes,lacomposici´ondeoperadoresesasociativa,distributivaynoconmutativa
(aligualqueelproductodematricescuadradas).
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Laasociatividaddelproductopermitedeﬁnirpotenciaspositivasdeunoperador
lineal,
A1:=A, A2:=AA,..., An+1:=AAn, etc. (1.3.21)
Tambi´ensedeﬁneA0:=I.DeestoresultaqueAnAm=An+m,∀n,m∈N∪{0}.
UnoperadorBquesatisfaceBA=IsediceinversoaizquierdadeA.Simi-
larmente,siCsatisfaceAC=IsediceinversoaderechadeA.
Estosinversosengeneralnoexisten(similarmentealoqueocurreenelcasode
lasmatricescuadradas).Unacondici´onnecesariaparalaexistenciadelinversoa
izquierdaesquesiAx0=0⇒x0=0.Enefecto,B(Ax0)=B0=0=(BA)x0=
Ix0=x0.
Enelcasodeespaciosdedimensi´onﬁnita,elproblemadehalareloperador
inversoaizquierdadeAsereducealdeinvertirlamatrizAasociadaaloperador,
relativaaunabaseortonormaldelespacioeucl´ıdeo.Esorequierequeeldeterminante
detA̸=0,encuyocasoelinversoaderechacoincideconelinversoaizquierda,y
ambossedenotanporA−1,operadorcorrespondientealamatrizinversaA−1.
Enelcasodeespacioseucl´ıdeosdedimensi´oninﬁnita,elproblemadelinverso
esm´asdelicado.Enparticular,laexistenciadeuninversoaizquierdanoimplicala
existenciadeuninversoaderecha.Delamismamanera,uninversoaizquierdano
necesariamentetieneasuvezuninversoaizquierda.Estoseilustraenelsiguiente
ejemplo.
Ejemplo1.23.Consideremoselespaciolinealformadoporelconjuntodelos
polinomiosentacoeﬁcientesreales,enelintervalo[−a,a],
P2(−a,a)={P(t)=a0+a1t+a2t2+···+antn,n∈N,ak∈R}. (1.3.22)
ComosubespaciodelespaciodelasfuncionesrealesycontinuasCℜ2(−a,a),setrata
deunespacioeucl´ıdeo,quetienedimensi´oninﬁnitacomoconsecuenciadequelas
potenciasdet,{tn,n=0,1,2,...}formanunconjuntolinealmenteindependiente.
Enesteespacio,eloperadorintegralA:P2(−a,a)→P2(−a,a)deﬁnidopor
AP(t):=
∫t
0
P(s)ds=a0t+a1t
2
2+···+an
tn+1
n+1, (1.3.23)
tieneporinversaaizquierdaaloperadordiferencialD :P2(−a,a)→P2(−a,a)
deﬁnidopor
DP(t):=P′(t). (1.3.24)
Enefecto,
DAP(t)=ddt
∫t
0
P(s)ds=P(t). (1.3.25)
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Dehecho,Dtieneinﬁnitasinversasaderecha,
D
∫t
t0
P(s)ds=P(t). (1.3.26)
PeroDnotieneunainversaaizquierda,puestoque
DP(t)=0+a1+2a2t+···+nantn−1, ∀a0 (1.3.27)
(dichodeotromodo,D(a0t0)=0,∀a0≠0).
1.4. Sistemasdevectoresortogonales
Teorema1.3.Seax1,x2,...,xk,...unasecuencia(ﬁnitaoinﬁnita)devectores
deunespacioeucl´ıdeoE,yseaL(x1,...,xk)lavariedadlinealgeneradaporlosk
primerosvectoresdelasecuencia.Entonces,siempreexisteunsistemadevectores
y1,y2,...,yk,...talesque,∀k,


L(y1,...,yk)=L(x1,...,xk),
yk+1⊥L(y1,...,yk).
(1.4.1)
Esteresultadopuededemostrarseporinducci´oncompleta.Enefecto,suponga-
mosquehansidoconstruidoslosprimerosvectoresy1,y2,...,ykconesaspropieda-
des.Enparticular,parak=1bastacontomary1=x1(six1≠0).
Paraundadok,lavariedadlinealL(y1,...,yk)esunsubespaciodedimensi´on
ﬁnitadeE,demodoqueelvectorxk+1 puedeescribirsecomolasumaxk+1 =
uk+1+vk+1,dondeuk+1∈L(y1,...,yk)yvk+1⊥L(y1,...,yk)(verLema1.3).En
consecuencia,tomandoyk+1=vk+1sesatisfacelasegundacondici´on.
Porotraparte,porhip´otesisL(y1,...,yk)=L(x1,...,xk),mientrasquexk+1=
yk+1+uk+1.Porlotanto,L(x1,...,xk,xk+1)⊂L(y1,...,yk,yk+1).
Similarmente,dadoqueuk+1 ∈L(x1,...,xk)yyk+1 =xk+1−uk+1,entonces
L(y1,...,yk,yk+1)⊂L(x1,...,xk,xk+1).
Finalmente,siyk=0paraalg´unk,esosigniﬁcaquexknoeslinealmentein-
dependientedelosvectores{x1,...,xk−1}ypuedeserdescartadodelasecuencia
original.Adem´as,losvectoresyk≠0puedensernormalizadosdemododeobtener
unasecuenciaortonormal.
Ejemplo1.24.Consideremoslasecuenciadefuncioneslinealmenteindependien-
tes{x0(t)=1,x1(t)=t,...,xk(t)=tk,...}⊂C2(−1,1).Enestecaso,L(x0,...,xk)
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eselsubespaciodepolinomiosP(t)degrado≤ k,ylasfuncionesortogonales
yk(t)=Pk(t)queseobtienensonlospolinomiosdeLegendre6,
P0(t)=y0(t)=x0(t)=1,
P1(t)=y1(t)=x1(t)−(y0,x1)(y0,y0)y0(t)=t,
P2(t)=y2(t)=x2(t)−(y0,x2)(y0,y0)y0(t)−
(y1,x2)
(y1,y1)y1(t)=t
2−13,
..
Pk(t)=yk(t)=xk(t)−(y0,xk)(y0,y0)y0(t)−···−
(yk−1,xk)
(yk−1,yk−1)yk−1(t).
(1.4.2)
1.5. Operadoresacotados
Dadounoperadorlinealsobreunespacioeucl´ıdeo,A:E→ E,sedeﬁnesu
norma,∥A∥,comolam´ınimacotasuperiorosupremodelafuncional∥Ax∥
tomadasobreelconjuntodevectoresdelongitud1(vectoresunitarios)deese
espacio,
∥A∥:=sup{x∈E|∥x∥=1}∥Ax∥. (1.5.1)
Si∥A∥<∞,eloperadorAsediceacotado.
Todovectorunitariox0∈Eparaelcualesacotaesalcanzadasedicevector
m´aximodeA.
Ejemplo1.25.Eloperadoridentidad,I,tienenorma∥I∥=1,
∥I∥=sup{∥x∥=1}∥Ix∥=sup{∥x∥=1}∥x∥=1, (1.5.2)
ytodovectorunitarioesunvectorm´aximodeI.
Ejemplo1.26.Consideremosunoperadordiagonalenunespaciodedimensi´on
ﬁnitan,Aei=λiei,yseaλmax elautovalorde m´aximo m´odulo,|λi|≤|λmax|,
6Adrien-MarieLegendre(1752-1833).
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parai=1,...,n,correspondientealvectorunitarioemax delabaseortonormal
considerada.Entonces,
∥A∥2=sup{∥x∥=1}∥Ax∥2=
=sup{|ξ1|2+··+|ξn|2=1}
n∑
i=1
|λi|2|ξi|2≤|λmax|2.
(1.5.3)
Porotraparte,∥Aemax∥=|λmax|.Porlotanto,∥A∥=|λmax|yemax esunvector
m´aximodeA.
Ejemplo1.27.EloperadornuloOtienenormanula,
∥O∥=sup{∥x∥=1}∥0∥=0. (1.5.4)
Inversamente,siAtienenormanulay∥x∥=1,
∥A∥=0⇒0≤∥Ax∥≤0⇒ Ax=0,∀x∈E. (1.5.5)
Porlotanto,∥A∥=0⇔ A=O.
Lema1.4.Enunespacioeucl´ıdeodedimensi´onﬁnita,todooperadorlinealre-
sultaacotadoytieneunvectorm´aximo.
Enefecto,consideremoselcasodeunespaciorealdedimensi´onﬁnitan,En,
dondeunvectorgen´ericotieneeldesarrolox=ξ1e1+···+ξnen,conξi∈R,
respectodeciertabaseortonormal.Lafuncional
F(x):=∥Ax∥2≥0 (1.5.6)
sereducea(verec.(1.3.15))
F(x)=
n∑
k=1
(Aklξl)2=f(ξ1,...,ξn)∈R, (1.5.7)
dondef(ξ1,...,ξn)esunafunci´oncuadr´aticadenvariablesreales7.Estaesuna
funci´oncontinuaquedebeseranalizadaenlaesferaderadio1deEn,dondeξ21+
···+ξ2n=1,loquecorrespondeaunaregi´onacotadaycerradadeRn.
Ahorabien,todafunci´oncontinuaenunaregi´onacotadaycerradadeRn
est´aacotada,ycomotodoconjuntoacotadoden´umerosrealestieneunsupremo,
entoncesexiste∥A∥≥0talqueF(x)≤∥A∥2.
7Elcasodeunespaciocomplejodedimensi´onnesenteramentesimilar,resultandof(ξ)una
funci´onreal,cuadr´aticaen2nvariablesreales.
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Porotraparte,todafunci´oncontinuaf(ξ1,...,ξn)enunaregi´onacotaday
cerradaalcanzaunvalorm´aximo(quenaturalmentecoincideconsusupremo).Su-
pongamosqueeloocurreenunpuntodecoordenadasξ01,...,ξ0n.EsepuntodeRn
deﬁneunvectorunitariox0=ξ01e1+···+ξ0nen∈Enparaelcuales
∥Ax0∥2=f(ξ01,...,ξ0n)=∥A∥2 (1.5.8)
y,enconsecuencia,esunm´aximodeA.
Adiferenciadeloqueocurreendimensi´onﬁnita,enelcasodeespaciosde
dimensi´oninﬁnitalosoperadorespuedensernoacotados(denormanoﬁnita)o,
si´endolo,puedennotenerunvectorm´aximo.
Ejemplo1.28.Consideremoseloperadordiferencialdelaec.(1.3.10)yuna
funci´ondelaformaeλt∈C2(a,b),entonces
∥Deλt∥=∥(eλt)′∥=∥λeλt∥=|λ|∥eλt∥, (1.5.9)
dondeλ∈C.Enconsecuencia,∥Dx(t)∥noest´aacotadosobrelaesferaderadio
1delsubespaciodefuncionesdiferenciablesdeC2(a,b).
SeaAunoperadorlinealacotadosobreEyx∈Eunvectornonulo.Entonces
y=x/∥x∥esunvectorunitario,demodoque
A x∥x∥ =
1
∥x∥∥Ax∥≤∥A∥⇒∥Ax∥≤∥A∥∥x∥. (1.5.10)
Porotraparte,six=0,∥Ax∥=0=∥A∥∥x∥.Enconsecuencia,tenemosel
siguiente
Lema1.5.SiAesunoperadorlinealacotadosobreunespacioeucl´ıdeoE,
∥Ax∥≤∥A∥∥x∥,∀x∈E. (1.5.11)
Equivalentemente,lanormadeunoperadoracotadoAtambi´enpuededeﬁnirse
como
M :=sup{x,yunitarios}|(y,Ax)|. (1.5.12)
Enefecto,paratodopardevectoresunitariosx,y∈Etenemos
|(y,Ax)|≤∥y∥∥Ax∥≤∥A∥∥x∥=∥A∥, (1.5.13)
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dondehemosempleadolapropiedad(1.5.11).Entonces,M ≤∥A∥.Porotraparte,
∀xunitariotalqueAx≠0,ycony=∥Ax∥−1Ax(tambi´enunitarioyparalelo
aAx),resulta
|(y,Ax)|=∥y∥∥Ax∥=∥Ax∥≤M, (1.5.14)
demodoquesup{∥x∥=1}∥Ax∥=∥A∥≤M.Porlotanto,M =∥A∥.
SeanA,Boperadoreslinealesacotadossobreunespacioeucl´ıdeoE.Susumaes
tambi´enunoperadoracotado,
∥A+B∥≤∥A∥+∥B∥, (1.5.15)
comoconsecuenciadeladesigualdadtriangularparalanormadelosvectoresenE,
∥(A+B)x∥≤∥Ax∥+∥Bx∥,∀x∈E. (1.5.16)
EstosigniﬁcaqueelconjuntodelosoperadoreslinealesacotadossobreEconstituye
unsubespaciodelespaciovectorialdelosoperadoreslineales.
Adem´as,lanormadeoperadoresacotadossatisfacelassiguientespropiedades:
∥A∥≥0 y ∥A∥=0⇔A=O,
∥λA∥=|λ|∥A∥,∀λ∈C.
(1.5.17)
Lasecs.(1.5.15)y(1.5.17)muestranquelosoperadoreslinealesacotadossobre
unespacioeucl´ıdeoformanunespaciodeBanach8oespacionormado9.
Porotraparte,
∥AB∥≤∥A∥∥B∥, (1.5.19)
dadoque
∥(AB)x∥≤∥A∥∥Bx∥≤∥A∥∥B∥∥x∥,∀x∈E. (1.5.20)
8StefanBanach(1892-1945).
9UnespaciodeBanachFesunespaciolinealquetienedeﬁnidaunanormaque,∀ψ,ϕ∈F,
satisfacelassiguientespropiedades:


∥ψ∥≥0 y ∥ψ∥=0⇔ψ=0(elementoneutrodeF),
∥λψ∥=|λ|∥ψ∥,∀λ∈C,
∥ψ+ϕ∥≤∥ψ∥+∥ϕ∥.
(1.5.18)
Unespacioeucl´ıdeoesautom´aticamenteunespaciodeBanach,dadoqueelproductoescalar
permitedeﬁnirunanormaconesaspropiedades.
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1.6. Eloperadoradjunto
Se˜nalemosprimeroquedosoperadoresacotadosquetienenlosmismoselementos
dematrizsoniguales.Enefecto,si
(x,Ay)=(x,By), ∀x,y∈E (1.6.1)
entonces(A−B)yesortogonaltodox∈E,enparticular,ortogonalas´ımismo.En
unespacioEucl´ıdeo,elaxiomadepositividadimplicaque(A−B)y=0,cualquiera
queseay∈E.PorlotantoA−B=O⇒A=B.
DadounoperadorlinealacotadoA,deﬁnidosobretodounespacioeucl´ıdeoE,
A:E→E,sedeﬁnesuoperadoradjunto,A†,comoaqueloperadorquesatisface
(y,A†x)=(Ay,x)=(x,Ay)∗,∀x,y∈E. (1.6.2)
Enelcasodeunespacioeucl´ıdeodedimensi´onﬁnita,generadoporlabaseorto-
normal{e1,...,en},lamatrizasociadaaloperadoradjunto,A′,tieneporelementos
dematriza
(A′)ij=
(ei,A†ej)=(Aei,ej)=(ej,Aei)∗=(A)∗ji=
(A†)ij. (1.6.3)
Esdecir,lamatrizasociadaaloperadoradjuntoA†eslamatrizadjunta (tras-
puestayconjugada)deaquelaasociadaaloperadorA:A′=A†=(At)∗.
SiAesunoperadoracotado,lanormadeloperadoradjuntocoincideconla
normadeA.Enefecto,
∥A†∥=sup{x,yunitarios}
(x,A†y)=sup{x,yunitarios}|(y,Ax)∗|=∥A∥. (1.6.4)
Six0(unitario)esunvectorm´aximodeA≠O(esdecir,∥Ax0∥=∥A∥>0),
entoncesy0=Ax0/∥A∥(tambi´enunitario)esunvectorm´aximodeA†.Enefecto,
∥A∥2=∥Ax0∥2=(x0,A†Ax0)≤∥x0∥∥A†Ax0∥≤
≤∥A†∥∥Ax0∥=∥A†∥∥A∥=∥A∥2⇒
⇒∥A†y0∥=∥A†∥.
(1.6.5)
UnoperadoracotadoAdeﬁnidosobreunespacioeucl´ıdeoEsedicesim´etrico
si
(Ax,y)=(x,Ay),∀x,y∈E. (1.6.6)
1.7.SUBESPACIOSINVARIANTES.AUTOVECTORESYAUTOVALORES 33
Dadoque,enesascondiciones,
(x,Ay)=(Ax,y)=(x,A†y),∀x,y∈E, (1.6.7)
unoperadorsim´etricoacotadocoincideconsuadjunto,A†=A.
Unoperadorquecoincideconsuadjuntosediceautoadjunto.10
Loselementosdematrizdeunoperadorsim´etricoAenunespacioeucl´ıdeode
dimensi´onﬁnita,generadoporlabaseortonormal{e1,...,en},satisfacen
(Aei,ej)=(ej,Aei)∗=A∗ji=(ei,Aej)=Aij. (1.6.8)
Enconsecuencia,lamatrizasociadaaAesautoadjunta(coincideconsutraspuesta
conjugada),A†=A.
1.7. Subespaciosinvariantes.Autovectoresyautovalores
Unsubespaciodeunespacioeucl´ıdeo,E′⊂E,sediceinvariantefrenteala
acci´ondeloperadorA:E→Esi
∀x∈E′,Ax∈E′. (1.7.1)
Ejemplo1.29.LossubespaciostrivialesEy{0}soninvariantesfrenteala
acci´ondetodooperadorlinealsobreE.
Ejemplo1.30.TodosubespaciodeEesinvariantefrentealaacci´ondelos
operadoresOyI.
Ejemplo1.31.Eloperadordeproyecci´onPsobreunsubespaciodedimensi´on
ﬁnitaEn⊂E(deﬁnidoenlaec.(1.3.3))dejainvariantealsubespacioEnyasu
complementoortogonalE⊥n.Enefecto,
Pu=u∈En,∀u∈En, Pv=0∈E⊥n,∀v⊥En. (1.7.2)
Ejemplo1.32.Eloperadordiagonaldelaec.(1.3.6)dejainvarianteelsubes-
paciogeneradoporcualquiersubconjuntodevectoresdelabase.
Ejemplo1.33.Eloperadordemultiplicaci´ondelaec.(1.3.8),deﬁnidosobre
C2(a,b)comoAx(t)=φ(t)x(t),conφ(t)continua,dejainvarianteelsubespaciode
lasfuncionescontinuasen[a,b]queseanulanid´enticamenteenelintervalo∆⊂[a,b].
10Ladiferenciaentrelost´erminossim´etricoyautoadjuntosepondr´aenevidenciam´asadelante,
alconsideraroperadoresnoacotados.
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Ejemplo1.34.Elconjuntodelascombinacioneslinealesdelasfuncionescosty
sint,
L{cost,sint}⊂C2(−π,π),esunsubespacioinvariantefrentealaacci´ondelopera-
dordiferencialDx(t)=x′(t).
LossubespaciosunidimensionalesinvariantesrespectodeunoperadorlinealA
jueganunpapelespecial.Todovectornonulodeesasdireccionesinvarianteses
unautovectordeA.
Dadounautovectorx∈E,Axesnecesariamentecolinealconx,
Ax=λx,paraunciertoλ∈C. (1.7.3)
Todootrovectorydeesadirecci´oninvarianteestambi´encolinealconxypuede
escribirsecomoy=cx,conc∈C.Entonces,Ay=A(cx)=cAx=λy,de
modoqueeln´umeroλ,lamadoautovalordeAcorrespondientealautovectorx,
esindependientedelvectornonuloseleccionado,siendounacaracter´ısticadeese
subespaciounidimensionalinvariante.
Ejemplo1.35.Todovectornonulox∈Eesunautovectordelosoperadores
OeI,
Ox=0x, Ix=1x. (1.7.4)
Ejemplo1.36.Paraeloperadordeproyecci´ontenemos
Pu=1u,∀u∈En, Pv=0v,∀v⊥En. (1.7.5)
Ejemplo1.37.Eloperadordemultiplicaci´onporunafunci´onφ(t)realmon´oto-
nanotieneautovectores.
Enefecto,consideremoslaecuaci´ondeautovalores
Ax(t)=φ(t)x(t)=λx(t). (1.7.6)
Six(t)∈C2(a,b)esnonulaenunpuntot=t0,entoncesesnonulaentodoun
entornodedichopunto∆⊂(a,b).Enconsecuencia,∀t∈∆debeserφ(t)=λ,
ecuaci´onquenotienesoluci´onparaλsiφ(t)esmon´otonacrecienteodecreciente.
Porlotanto,noexisteningunafunci´oncontinuax(t),noid´enticamentenula,que
satisfagalaec.(1.7.6).
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Ejemplo1.38.ParaeloperadordiferencialDx(t)=x′(t),deﬁnidosobreel
subespaciodelasfuncionesdiferenciablesen(a,b),laecuaci´ondeautovalorestiene
soluci´on∀λ∈C:
x′(t)=λx(t)⇒ x(t)∼eλt. (1.7.7)
Si−∞<a<b<∞,tenemosque∥eλt∥<∞,yeseesunvectordelespacio
∀λ∈C.
Enconsecuencia,esteoperadortieneunconjuntoinﬁnitodeautovectorescorres-
pondientesaautovaloresdiferentes.
1.8. Propiedadesdelosautovectores
Teorema1.4.Losautovectoresx1,x2,...,xm,...deunoperadorlinealA,co-
rrespondientesaautovaloresdistintosλ1,λ2,...,λm,...,sonlinealmenteindepen-
dientes.
Lapruebasehaceinductivamente,porreducci´onalabsurdo.Supongamosque
losm−1primerosautovectoressonlinealmenteindependientes,peroquepodemos
formarunacombinaci´onlinealnulaconlosmprimerosautovectores,
c1x1+c2x2+···+cm−1xm−1+cmxm=0, (1.8.1)
connotodosloscoeﬁcientescknulos.Aplicandoeloperador(A−λmI)aambos
miembrosdeestaecuaci´onobtenemos
(λ1−λm)c1x1+(λ2−λm)c2x2+···+(λm−1−λm)cm−1xm−1+0xm=0,(1.8.2)
loquerequierequeck=0parak=1,2,...,m−1.Peroentonces,de(1.8.1)resulta
quecmxm=0,encontradicci´onconlahip´otesis.
Deaqu´ıresulta,enparticular,queunoperadorlinealdeﬁnidosobreunespacio
dedimensi´onﬁnitannopuedetener m´asdenautovectorescorrespondientesa
autovaloresdistintos.
Teorema1.5.LosautovectoresdeunoperadorlinealAcorrespondientesaun
mismoautovalorλconformanunsubespaciolinealEλ⊂E.
Enefecto,si
Ax1=λx1,Ax2=λx2 ⇒ A(c1x1+c2x2)=λ(c1x1+c2x2). (1.8.3)
Eλeslamadosubespaciocaracter´ısticocorrespondientealautovalorλ.
Enelcasodeoperadoressim´etricos,tambi´envalenlossiguientesresultados.
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Teorema1.6.Losautovaloresdeunoperadorlinealsim´etricoAsonreales.
Enefecto,supongamosqueAx=λx;entonces
λ∥x∥2=(x,Ax)=(Ax,x)=λ∗∥x∥2⇒ λ∗=λ. (1.8.4)
Teorema1.7.Losautovectoresdeunoperadorlinealsim´etricoAcorrespondien-
tesaautovaloresdiferentessonortogonalesentres´ı.
SupongamosqueAx=λxyAy=µy,conλ̸=µ.Entonces,
(λ−µ)(y,x)=(y,Ax)−(Ay,x)=0⇒ (y,x)=0. (1.8.5)
Porlotanto,x⊥ysiλ̸=µ.
Teorema1.8.SeaE′unsubespacioinvariantefrentealaacci´ondeunoperador
linealsim´etricoA,deﬁnidosobreunespacioeucl´ıdeoE.Entonces,elcomplemento
ortogonaldeE′,E′,estambi´enunsubespacioinvariantefrenteaA.
Enefecto,porhip´otesistenemosqueAx′∈E′,∀x′∈E′.Entonces,∀x′∈E′y
∀x′∈E′,
(x′,Ax′)=0⇒ (Ax′,x′)=0, (1.8.6)
dadoqueAessim´etrico.Porlotanto,Ax′⊥E′,∀x′∈E′.
Lossiguientesresultadosestablecencondicionessuﬁcientesparalaexistenciade
autovectoresdeoperadoressim´etricosacotadosdeﬁnidossobreespacioseucl´ıdeosde
cualquierdimensi´on.
Lema1.6.SeaAunoperadorsim´etricoyeunvectorunitario.Entonces,
∥Ae∥2≤∥A2e∥, (1.8.7)
dondevalelaigualdads´olosieesunautovectordeA2conautovalorλ=∥Ae∥2.
Enefecto,deladesigualdaddeCauchy-Schwarzobtenemos
∥Ae∥2=(Ae,Ae)=(e,A2e)≤∥e∥∥A2e∥=∥A2e∥, (1.8.8)
dondeladesigualdadsereduceaunaigualdadu´nicamentecuandoambosvectores
enelproductoescalarsoncolineales,esdecir,si
A2e=λe. (1.8.9)
Enesecaso,(e,A2e)=λ=∥Ae∥2.
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Lema1.7.Sie0esunvector(unitario)m´aximodeunoperadorsim´etricoaco-
tadoA,entoncese0esunautovectordeA2correspondientealautovalorλ=∥A∥2.
Sie0esunvectorm´aximodeA,entonces∥Ae0∥=∥A∥.
DelLemaanterior,ydelhechodequeAesacotado,podemosescribirque
∥A∥2=∥Ae0∥2≤∥A2e0∥≤∥A∥∥Ae0∥=∥A∥2, (1.8.10)
demodoquelasdesigualdadesen(1.8.10)sereducenaigualdades.
PorelLema1.6,sabemosentoncesquee0esunautovectordeA2conautovalor
λ=∥Ae0∥2,
A2e0=λe0, λ=∥Ae0∥2=∥A∥2. (1.8.11)
Lema1.8.Sieloperadorsim´etricoacotadoAtieneunvectorm´aximoe0,en-
toncesAtambi´entieneunautovectorconautovalorµ=∥A∥oµ=−∥A∥.
DelLemaanteriorsabemosque
A2e0=∥A∥2e0 ⇒
(
A−∥A∥I
)(
A+∥A∥I
)
e0=0. (1.8.12)
Seax0=
(
A+∥A∥I
)
e0.Tenemosdosposibilidades,
x0=0⇒ Ae0=−∥A∥e0, (1.8.13)
obien
x0≠0⇒ Ax0=∥A∥x0. (1.8.14)
Encualquiercaso,existeunvectore̸=0talqueAe=µe,con|µ|=∥A∥.
Dehecho,yahemosvistoqueenunespacioeucl´ıdeodedimensi´onﬁnitatodo
operadorlinealesacotadoytieneunvectorm´aximo(verLema1.4).Enesecaso
puedeestablecerseelsiguienteteorema.
Teorema1.9.Todooperadorsim´etricoA,deﬁnidosobreunespacioeucl´ıdeoEn
dedimensi´onﬁnitan,tienenautovectoresortogonalesentres´ı.
Enefecto,porelLema1.4sabemosqueexisteenEnunvectorunitarioque
esunm´aximodeA.Y,siendoAsim´etrico,porelLema1.8sabemosqueentonces
tieneunautovectore1correspondienteaunautovalorλ1,Ae1=λ1e1,talque
|λ1|=M1=∥A∥.
Ahorabien,elsubespaciogeneradopore1,L{e1},esinvariantefrentealaacci´on
deA.Porlotanto(verTeorema1.8),tambi´enloessucomplementoortogonal,
En−1=(L{e1})⊥,
A:En−1→En−1. (1.8.15)
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Estopermiteconsiderarlaacci´ondeloperadorArestringidaalsubespacioEn−1,
dedimensi´onn−1,dondetambi´endeﬁneunoperadorsim´etricoyacotado.Su
”norma.enestesubespacio,
M2:=sup{x∈En−1,unitario}∥Ax∥≤sup{x∈En,unitario}∥Ax∥=M1, (1.8.16)
nosuperaalanormadeAenelespaciocompleto.
ElmismoargumentoqueantespermiteconcluirqueexisteenEn−1unsegundo
autovectordeA,e2(ortogonalae1porconstrucci´on),Ae2=λ2e2,correspondiente
aunautovalorcuyovalorabsolutonosuperaaM1,|λ2|=M2≤|λ1|=M1.
Siahoraconsideramoselsubespaciolinealgeneradoporesosdosautovectores,
L{e1,e2},vemosqueesinvariante,aligualquesucomplementoortogonalEn−2=
(L{e1,e2})⊥,dedimensi´onn−2.Podemosrepetirlaconstrucci´onanteriorpara
obteneruntercerautovectordeA,ortogonalalosdosanteriores,correspondientea
unautovalorcuyovalorabsolutonosuperaaM2.
Esteprocesopuederepetirsehastaobtenern(m´aximon´umerodevectoreslineal-
menteindependientesenunespaciodedimensi´onn)autovectoresdeAortogonales
entres´ı,ordenadosdemodoqueelvalorabsolutodesusautovaloresformeuna
secuencianocreciente:
Aek=λkek,k=1,2,...,n,
conei⊥ej,parai̸=j,y∥A∥=|λ1|≥|λ2|≥···≥|λn|.
(1.8.17)
Corolario1.9.1.Todooperadorsim´etricoAdeﬁnidosobreunespacioeucl´ıdeo
dedimensi´onﬁnitanesdiagonal,esdecir,existeunabaseortonormaldelespacio
formadaporautovectoresdeA.
N´otesequelamatrizasociadaaAreferidaadichabaseesdiagonal,Aij=
(ei,Aej)=λiδij.
Elpolinomiocaracter´ısticodeA,P(λ)=det(A−λ),s´olopuedetenerra´ıces
reales.Todara´ızdemultiplicidad1<r≤ncorrespondearautovectoresdege-
nerados(linealmenteindependientesycorrespondientesalmismoautovalor)del
operadorA.
Adiferenciadeloqueocurreenespaciosdedimensi´onﬁnita,unoperadorsim´etri-
coenunespaciodedimensi´oninﬁnitapuedeonotenerautovectores,comolomues-
tranlossiguientesejemplos.
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Ejemplo1.39.YahemosvistoqueeloperadorAdemultiplicaci´onporuna
funci´onreal,continuaymon´otonaφ(t)notieneautovectores(verec.(1.7.6)).No
obstante,setratadeunoperadoracotadoysim´etricoenC2(a,b).Enefecto,
∥Ax∥2=
∫b
a
φ2(t)|x(t)|2dt≤M2
∫b
a
|x(t)|2dt, (1.8.18)
si|φ(t)|≤Mparat∈[a,b].Porlotanto,∥A∥≤M.Porotraparte,∀x,y∈C2(a,b)
tenemos
(y,Ax)=∫bay(t)∗
(
φ(t)x(t)
)
dt=
=∫ba
(
φ(t)y(t)
)∗x(t)dt=(Ay,x).
(1.8.19)
Enconsecuencia,esteoperadornotieneunvectorm´aximo.
ElLema1.8establececomocondici´onsuﬁcienteparalaexistenciadeautovec-
toresdeunoperadorsim´etricoque´esteseaacotadoytengaunvectorm´aximo.Si
bienestau´ltimacondici´onsesatisfaceautom´aticamenteenelcasodedimensi´on
ﬁnita,esteejemplomuestraqueelanopuederelajarseenelcasodeoperadoresen
espaciosdedimensi´oninﬁnita.
Ejemplo1.40.EloperadorintegraldeFredholm,deﬁnidoenlaec.(1.3.9),es
sim´etricosisun´ucleoK(t,s)(continuoenambasvariables)esunafunci´onHerm´ıti-
ca,K(s,t)=K(t,s)∗.Enefecto,
(y,Ax)=∫bay(t)∗
∫b
aK(t,s)x(s)dsdt=
=∫ba
(∫b
aK(s,t)y(t)dt
)∗x(s)ds=(Ay,x).
(1.8.20)
Veremosm´asadelantequeesteoperadoresacotado,tieneunvectorm´aximoyun
conjuntoinﬁnitodeautovectoreslinealmenteindependientes.
Ejemplo1.41.EloperadordeSturm-Liouvile11esunoperadordiferencialde
segundoordendeﬁnidosobreunsubespacioD(L)⊂C2(a,b),quecontienefunciones
conderivadassegundascontinuas,demodoque
z(t)=Lx(t):=
(
p(t)x′(t)
)′+q(t)x(t)∈C2(a,b), (1.8.21)
∀x(t)∈D(L),dondep(t),p′(t)yq(t)sonfuncionesrealesycontinuas.
11JacquesCharlesFran¸coisSturm(1803-1855).JosephLiouvile(1809-1882).
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Est´aclaroqueLesunoperadorlineal.SiLesadem´assim´etricoensudominio
dedeﬁnici´onD(L),ladiferencia
(y,Lx)−(Ly,x)=
=
∫b
a
{
y(t)∗
[(
p(t)x′(t)
)′+q(t)x(t)
]
−
−
[(
p(t)y′(t)
)′+q(t)y(t)
]∗
x(t)
}
dt=
=
∫b
a
[
p(t)
(
y(t)∗x′(t)−y′(t)∗x(t)
)]′dt=
=p(b)
[
y(b)∗x′(b)−y′(b)∗x(b)
]
−p(a)
[
y(a)∗x′(a)−y′(a)∗x(a)
]
(1.8.22)
hadesernula∀x,y∈D(L).
Paraunafunci´onp(t)arbitraria(apartedesercontinuaenelintervalocerrado
[a,b])debegarantizarsequelacontribuci´ondecadal´ımitedeintegraci´onseanu-
laimponiendocondicionesdecontornolocales(esdecir,condicionesencada
extremodeeseintervalo)alasfuncionesenD(L).
Consideremos,porejemplo,lacontribuci´ondell´ımiteinferior.Unaposibilidad
esrequerirsimplementequex(a)=0paratodax(t)∈D(L).Perosupongamosque
esenoseaelcaso,ytomemosdosfuncionesenD(L)quenoseanulenena;entonces
podemosescribir
x′(a)
x(a)=
(y′(a)
y(a)
)∗
. (1.8.23)
Enparticular,sitomamosy=xvemosqueesecocientedebeserrealeindependiente
delafunci´onconsiderada,
x′(a)=cx(a),c∈R,∀x∈D(L)|x(a)̸=0. (1.8.24)
Finalmente,six(t)satisfaceesacondici´on,entoncestodaotrafunci´ony(t)∈
D(L)debesatisfacerque
y(a)∗x′(a)−y′(a)∗x(a)=
(
y(a)c−y′(a)
)∗x(a)=0⇒
⇒ y′(a)=cy(a).
(1.8.25)
Porlotanto,elcasom´asgeneraldecondici´ondecontornolocalent=acorres-
pondearequerirdelasfuncionesenD(L)que
αx′(a)+βx(a)=0,conα,β∈R|α2+β2≠0. (1.8.26)
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Enparticular,α=0⇒x(a)=0.
Similarmente,lacondici´ondecontornolocal m´asgeneralent=bseexpresa
como
γx′(b)+δx(b)=0,conγ,δ∈R|γ2+δ2≠0. (1.8.27)
Conlasfuncionesensudominiodedeﬁnici´onsujetasaestascondiciones,el
operadorLresultasim´etrico.Comolascondicionesdecontornosonhomog´eneas,el
conjuntoD(L)esunsubespaciolinealdeC2(a,b).
Porotraparte,delaec.(1.8.22)tambi´ensededucequesip(t)seanulaenun
extremodelintervalo[a,b],noesnecesarioimponeralasfuncionescondicionesde
contornoenesepuntoparaqueLresultesim´etrico.
M´asadelanteveremosqueesteoperadortieneunconjuntoinﬁnitodeautovec-
toreslinealmenteindependientes,noobstantesernoacotado.Esteejemplomuestra
quelascondicionesdelLema1.8paralaexistenciadeautovectoresdeoperadores
sim´etricossonsuﬁcientesperononecesarias.
Ejemplo1.42.UncasoparticulardeoperadordeSturm-Liouvileconesas
propiedadesseobtienecuandolafunci´onp(t)tomaelmismovalorenlosextremos
delintervalo[a,b],p(b)=p(a).EnesecasoLtambi´enresultasim´etricosiseimponen
condicionesdecontornoperi´odicasoantiperi´odicasalasfunciones(reales)ensu
dominiodedeﬁnici´on,
x(b)=±x(a),x′(b)=±x′(a), (1.8.28)
comopuedecomprobarsef´acilmentede(1.8.22).
M´asgeneralmente,enunespaciodefuncionesavalorescomplejos Lresulta
sim´etricosiseimponenlascondicionesx(b)=eiαx(a)yx′(b)=eiαx′(a)conα∈R.
1.9. Distanciayl´ımiteenespacioseucl´ıdeos
Enunespacioeucl´ıdeoEsedeﬁneladistanciaentredosvectoresx,y∈Ecomo
lanormadesudiferencia,
ρ(x,y):=∥x−y∥. (1.9.1)
DelaspropiedadesdelanormaenEresultaque12,∀x,y,z∈E,
12Unespacio m´etricoconsisteenunconjuntodepuntosx,y,z,...entreloscualeshay
deﬁnidaunadistanciaρ(x,y)quesatisfacelossiguientesaxiomas:
ρ(x,y)=ρ(y,x),
ρ(y,x)>0paratodox̸=y,yρ(x,x)=0paratodox,
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ρ(x,y)=ρ(y,x)(simetr´ıa),
ρ(y,x)≥0yρ(x,y)=0⇔x=y(positividad),
ρ(x,z)≤ρ(x,y)+ρ(y,z)(desigualdadtriangular).
Diremosqueunasecuenciadevectores{x1,x2,...,xk,...}⊂Econvergeal
vectorx∈Esi
l´ımk→∞ρ(xk,x)=0, (1.9.2)
loquetambi´enseindicaporxk→x.Estosigniﬁcaque,∀ε>0,∃N(ε)∈Ntalque
sik>N(ε)entoncesρ(xk,x)=∥xk−x∥<ε.
Enesecaso,elvectorxeslamadol´ımitedelasecuencia.
Teorema1.10.Siexisteell´ımitedeunasecuencia,entoncesesel´ımitees´unico.
Enefecto,supongamosqueexistendosvectoresxeyquesonell´ımitedela
secuencia,xk→ xyxk→ y.Entonces,∀ε>0tenemosqueρ(xk,x)<ε/2y
ρ(xk,y)<ε/2sikessuﬁcientementegrande.Enconsecuencia,deladesigualdad
triangularresultaque
0≤ρ(x,y)≤ρ(x,xk)+ρ(xk,y)<ε. (1.9.3)
Esdecir,ρ(x,y)esmenorquecualquiern´umeropositivo.Porlotantoρ(x,y)=∥
x−y∥=0 ⇒ x=y.
Ejemplo1.43.Consideremosunasecuenciaconvergenteenunespacioeucl´ıdeo
dedimensi´onﬁnitan,generadoporlabaseortonormal{e1,...,en}.Entonces,los
vectoresdelasecuenciaconvergentepuedenescribirsecomo{xk=ξ(1)k e1+···+
ξ(n)k en,k=1,2,...},ytienencomol´ımitealvectorx=ξ(1)e1+···+ξ(n)ensi
ρ(xk,x)2=
(
ξ(1)k −ξ(1)
)
e1+···+
(
ξ(n)k −ξ(n)
)
en
2=
=
n∑
i=1
ξ(i)k −ξ(i)
2→0cuandok→∞.
(1.9.4)
Siendounasumadet´erminosnonegativos,estoexigequecadat´erminotiendaa
cero,esdecir,
l´ımk→∞ξ
(i)
k =ξ(i),i=1,2,...,n. (1.9.5)
ρ(x,z)≤ρ(x,y)+ρ(y,z).
DelaspropiedadesdelanormaresultaquetodoespaciodeBanach(y,porconsiguiente,todo
espacioeucl´ıdeo)esunespaciom´etrico.
1.9.DISTANCIAYL´IMITEENESPACIOSEUCL´IDEOS 43
Porlotanto,laconvergenciadeunasecuenciadevectoresenunespacioeucl´ıdeo
dedimensi´onﬁnitaequivalealaconvergenciadecadaunadelassecuenciasnum´eri-
casformadasporloscoeﬁcientesdeFourierdelosvectoresreferidosaunsistema
ortonormalycompletoeneseespacio.
Ejemplo1.44.EnelespacioC2(a,b),laconvergenciadelasecuenciaxk(t)→
x(t)signiﬁcaque
ρ(xk,x)2=∥xk−x∥2=
∫b
a
|xk(t)−x(t)|2dt→0 (1.9.6)
cuandok→∞.Enconsecuencia,setratadeunaconvergenciaen media.
Recordemosqueunasecuenciadefuncionescontinuas{xk(t),k=1,2...}con-
vergeuniformementealafunci´on(continua)x(t)enelintervalo[a,b]si
l´ımk→∞
{sup{a≤t≤b}|xk(t)−x(t)|
}=0. (1.9.7)
Lema1.9.Todasecuenciauniformementeconvergenteenunintervalodelon-
gitudﬁnita,b−a<∞,estambi´enconvergenteenmedia.
Enefecto,dadoε>0,|xk(t)−x(t)|2<ε∀t,sikessuﬁcientementegrande,de
modoque ∫b
a
|xk(t)−x(t)|2dt<ε(b−a). (1.9.8)
Enesascondiciones,ladistanciaρ(xk,x)puedehacersetanpeque˜nacomosequiera
cons´olotomarksuﬁcientementegrande13.
13N´otesequeesteargumentos´olovalesilalongituddelintervaloconsideradoesﬁnita.En
efecto,laconvergenciauniformeentodalarectanoimplicaconvergenciaenmedia,comolomuestra
elsiguienteejemplo:consideremoslasfuncionesxk(t),paresycontinuas,talesque
xk(t)=


√2√k
√
1−tk,0≤t≤k,
0,t>k.
Esasecuenciaconvergeuniformementeentodalarectaalafunci´onid´enticamentenula,
|xk(t)−0(t)|≤
√2√k→0,cuandok→∞,
peronoconvergeenmediaaesafunci´on,
∫∞
−∞
|xk(t)−0(t)|2dt=2k
∫k
0
(
1−tk
)
dt=1,∀k.
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Perolarec´ıprocanovale:laconvergenciaenmedianoimplicaconvergencia
uniforme.Enrealidad,nisiquieraimplicaconvergenciapuntualenning´unpuntodel
intervalo[a,b].
Porejemplo,consideremosunasecuenciadefuncionesrealesycontinuasxk(t),
quetomenvaloresentre0y1yseannulasfueradeunsubintervalo△k⊂[a,b]de
longitudmenorque1/k,enunpuntodelcualalcancenelvalor1.Enesascondiciones,
elcuadradodeladistanciaentrexk(t)yelvectornulo,∫b
a
(xk(t)−0(t))2dt=
∫
△k
x2k(t)dt≤1×
∫
△k
dt<1k, (1.9.9)
tiendea0cuandok→ ∞.Porconsiguiente,xk(t)→ 0(t)enelsentidodela
convergenciaenC2(a,b).
Noobstante,
sup{a≤t≤b}|xk(t)−0(t)|=1,∀k, (1.9.10)
demodoquelasecuencianoconvergeuniformementealafunci´onid´enticamentenu-
la.Dehecho,puededemostrarsequenoconvergeuniformementeaningunafunci´on
continua.
Esm´as,lossubintervalos△kpuedenserelegidosdemaneratalquelasecuen-
cia{xk(t)}noseapuntualmenteconvergenteparaning´unvalordet(porejemplo,
haciendoqueelosbarranrepetidasvecesladistanciaquemediaentreambosextre-
mosde[a,b],demodoqueparacadavalordetlasecuencianum´erica{xk(t)}sea
oscilante).
1.10. Continuidadenespacioseucl´ıdeos
Unafuncionalfdeﬁnidasobreunespacioeucl´ıdeoE,f:E→ C,sedice
continuaenunpuntox∈Esi,paratodasecuenciaconvergentexk→ x,setiene
quelasecuencianum´ericaf(xk)→f(x).
Equivalentemente,fescontinuaenxsi∀ε>0∃δ(ε)>0talque,siρ(y,x)<
δ(ε),entonces|f(y)−f(x)|<ε.
Lema1.10.Unafuncionallinealcontinuaenx=0escontinuaentodox∈E.
Enefecto,xk→x⇒(xk−x)→0,demodoque14
l´ımk→∞|f(xk)−f(x)|=l´ımk→∞|f(xk−x)|=0. (1.10.1)
14Si,encambio,sesabequef(x)escontinuaenunpuntoy≠0,teniendoencuentaque
(xk−x+y)→y,lalinealidaddelafuncionalnospermiteescribirque
|f(xk)−f(x)|=|f(xk−x+y)−f(y)|→0
cuandok→∞.
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Lema1.11.Unafuncionallinealcontinuaesacotada.
Sif(x)escontinua,tenemosque
|f(x)−f(0)|=|f(x)|<ε,∀x|∥x∥<δ(ε). (1.10.2)
Seax̸=0y0<δ1<δ(ε),entonces
f
(
δ1 x∥x∥
)
= δ1∥x∥|f(x)|<ε ⇒|f(x)|<
ε
δ1∥x∥. (1.10.3)
Adem´as,0=|f(0)|= εδ1 ∥0∥.Porlotanto,tomandoK=ε/δ1tenemos
|f(x)|≤K∥x∥,∀x∈E. (1.10.4)
Lema1.12.Unafuncionallinealacotadaescontinua.
Enefecto,supongamosque|f(x)|≤K∥x∥,paratodox∈E,yconsideremos
unasecuenciaconvergentexk→x.Entonces,
|f(xk)−f(x)|=|f(xk−x)|≤K∥xk−x∥→0 (1.10.5)
cuandok→∞.
Teorema1.11.ComoconsecuenciadelostresLemasanterioresresultaque,
paraunafuncionallinealf(x)deﬁnidasobreunespacioeucl´ıdeoE,lossiguientes
enunciadossonequivalentes:
f(x)escontinuaenx=0,
f(x)escontinua∀x∈E,
f(x)esacotadaenE.
Ejemplo1.45.Yasabemosqueelproductoescalarporunvectorﬁjodelespacio,
z∈E,deﬁneunafuncionallineal,f(x):=(z,x),∀x∈E.Deladesigualdadde
Cauchy-Schwarzresultaque
|f(x)|=|(z,x)|≤∥z∥∥x∥,∀x∈E. (1.10.6)
Porlotanto,esafuncionalescontinuaenE.
Ejemplo1.46.Yahemosdichoquetodafuncionallinealenunespaciodedi-
mensi´onﬁnitacorrespondealproductoescalarporunvectorﬁjodeeseespacio.Por
elresultadoanterior,vemosquetodafuncionallinealenunespaciodedimensi´on
ﬁnitaescontinua.
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Ejemplo1.47.Perotambi´ensabemosqueenC2(a,b)existenfuncionaleslineales
quenopuedenserrepresentadasmedianteelproductoescalarporunvectorﬁjo
delespacio,comoporejemplof[x(t)]=x(t0),cont0∈(a,b)(verec.(1.2.6)).Esta
funcionalnoescontinua,dadoquelaconvergenciaenmedianoimplicaconvergencia
puntualenning´unpunto.Porlotanto,tampocoesacotada.
Lema1.13.Enunespacioeucl´ıdeoE,elproductoescalaresunafuncional
continuadesusdosargumentos.Estosigniﬁcaquesilassecuenciasdevectores
xk→xeyk→y,entonces
l´ımk→∞(xk,yk)=(x,y). (1.10.7)
Parademostrarloconsideremosladiferencia
(x,y)−(xk,yk)= (x,y)−(x−(x−xk),y−(y−yk))=
= (x,y−yk)+(x−xk,y)−(x−xk,y−yk)≤
≤ (x,y−yk)+ (x−xk,y)+ (x−xk,y−yk)≤
≤∥x∥∥y−yk∥+∥x−xk∥∥y∥+∥x−xk∥∥y−yk∥→0
(1.10.8)
cuandok→∞.
Comoconsecuenciadelresultadoanterior,concluimosquelanormadeﬁnida
sobreunespacioeucl´ıdeoesunafuncionalcontinua:sixk→xentonces∥xk∥ →∥x∥.
UnoperadorA,deﬁnidosobreunespacioeucl´ıdeoE,sedicecontinuoenun
puntox∈Esi∀ε>0∃δ(ε)>0talque,siρ(y,x)<δ(ε),entonces∥Ay−Ax∥<ε.
Lema1.14.TodooperadorlinealacotadoA,deﬁnidosobreunespacioeucl´ıdeo
E,escontinuo.
Enefecto,sixk→xentonces
∥Axk−Ax∥=∥A(xk−x)∥≤∥A∥∥xk−x∥→0, (1.10.9)
cuandok→∞.
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Cap´ıtulo2
ESPACIOSDEHILBERT
2.1. Conjuntosdensosenespacioseucl´ıdeos
Unelementodeunespacioeucl´ıdeo,x∈E,sedicepuntol´ımitedelconjunto
F⊂Esiexisteunasecuenciadevectores{x1,x2,...,xk,...}⊂Fqueconvergeal
elementox.Dichodeotromodo,xesunpuntol´ımitedeFsi∀ε>0existey∈F
talqueρ(x,y)<ε.
UnconjuntoF⊂Esedicecerradosicontieneatodossuspuntosl´ımite.
Lema2.1.Elcomplementoortogonaldeunsubespaciodeunespacioeucl´ıdeo
essiempreunsubespaciocerrado.
SeaE′⊂E,unsubespaciodeunespacioeucl´ıdeo,yseaE′sucomplemento
ortogonal.Six∈Eesunpuntol´ımitedeE′,entoncesexisteunasecuenciade
vectores{x1,x2,...}⊂E′queconvergeax,xk→x.
Ahorabien,paratodoy∈E′tenemosque(y,xk)=0,∀k.Yporlacontinuidad
delproductoescalar,
(y,x)=l´ımk→∞(y,xk)=0,⇒ x⊥E
′. (2.1.1)
Porlotanto,x∈E′.
Dadounconjuntoarbitrariodevectoresdeunespacioeucl´ıdeo,A⊂E,selama
clausuradeA,ysedenotapor¯A,alauni´ondeAconelconjuntodetodossus
puntosl´ımite.
Lema2.2.LaclausuradeunconjuntoAesunconjuntocerrado.
Seaaunpuntol´ımitedeA¯;mostraremosquea∈A¯.Enefecto,∀ε>0existe
x∈A¯talqueρ(a,x)<ε/2.PerosiendoxunvectordelaclausuradeA,tenemos
quex∈Aobienx/∈Aperos´ıesunpuntol´ımitedeA.Encualquiercaso,existe
x∈Atalqueρ(x,x)<ε/2.
Finalmente,porladesigualdadtriangulartenemos
ρ(a,x)≤ρ(a,x)+ρ(x,x)<ε. (2.1.2)
Enconsecuencia,aesunpuntol´ımitedelconjuntoAy,porlotanto,a∈A¯.
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TodoconjuntocerradoF⊂EquecontengaalconjuntoAdebetambi´encontener
asuclausura,
A⊂F ⇒ A¯⊂F. (2.1.3)
Enesesentido,laclausuraA¯ eselconjuntocerradom´aspeque˜noquecontieneaA.
Ejemplo2.1.Laclausuradelconjuntodelosn´umerosracionalesQsobrela
rectaeselconjuntodelosn´umerosrealesR.Dehecho,losn´umerosirracionales
puedenserintroducidoscomolosl´ımitesdesecuenciasconvergentesderacionales
quenoconvergenaunracional,comoporejemplo
3,3110,
314
100,
3141
1000,
31415
10000,···→π=3,14159265358979···/∈Q.
Lema2.3.Todosubespaciodedimensi´onﬁnitadeunespacioeucl´ıdeoesun
conjuntocerrado.
Enefecto,delLema1.3sabemosquesiF⊂Eesunsubespaciodedimensi´on
ﬁnita,todovectorx∈Epuedeescribirsecomolasumadedosvectoresortogonales
entres´ı,x=u+v,dondeu∈Fyv⊥F.
Entonces,paray∈Ftenemos
ρ(x,y)2=∥(u+v)−y∥2=∥u−y∥2+∥v∥2≥∥v∥2. (2.1.4)
Porlotanto,∀y∈Fesρ(x,y)>0six/∈F(esdecir,siv̸=0).Enconsecuencia,
ning´unvectorquenoperteneceaFesunpuntol´ımitedeesesubespacio.
UnconjuntoB⊂EsedicedensoenelconjuntoA⊂EsiAest´acontenidoen
laclausuradeB,
BdensoenA ⇒ A⊂B¯. (2.1.5)
EstosigniﬁcaquetodoelementodeAesunpuntol´ımitedeB,demodoquepue-
derepresentarsecomoell´ımitedeunasecuenciaconvergentedevectorescontenidos
enB,
∀a∈A∃{b1,b2,...}⊂B a=l´ımk→∞bk. (2.1.6)
Ejemplo2.2.Elconjuntodelosn´umerosracionalesQesdensoenelconjunto
delosreales,R⊂Q¯=R.
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Ejemplo2.3.Elsubespaciodelospolinomiosacoeﬁcientesreales,
P2(a,b)={P(t)=a0+a1t+a2t2+···+antn,n∈N,ak∈R}. (2.1.7)
esdensoenelespaciodelasfuncionesrealesycontinuasen[a,b],Cℜ2(a,b).
Enefecto,elteoremade Weierstrass1muestraquetodafunci´onrealf(t),con-
tinuaenunintervalocerrado[a,b],esell´ımitedeunasecuenciauniformemente
convergentedepolinomiosconcoeﬁcientesreales2,{P1(t),P2(t)...,Pk(t),...}.
Estoimplica(verLema1.9)quetodafunci´onrealycontinuaesell´ımiteen
mediadeunasecuenciadepolinomiosacoeﬁcientesreales,esdecir,esunpunto
l´ımitedeP2(a,b).Porlotanto,
Cℜ2(a,b)⊂P2(a,b). (2.1.8)
Lema2.4.SielconjuntoB⊂EesdensoenA⊂E,yasuvezAesdensoen
E,entoncesBesdensoenE.
Enefecto,siBesdensoenA,entonces
A⊂B¯ ⇒ A¯⊂B¯. (2.1.9)
Porotraparte,siAesdensoenE,entonces
E⊂A¯ ⇒ E⊂B¯. (2.1.10)
Porlotanto,BesdensoenE.
Ejemplo2.4.Elconjuntodepolinomiosconcoeﬁcientesracionales,
Q2(a,b)={Q(t)=q0+q1t+q2t2+···+qntn,n∈N,qk∈Q}, (2.1.11)
esdensoenelespaciodelospolinomiosconcoeﬁcientesrealesP2(a,b),queasuvez
esdensoenCℜ2(a,b).Porellemaanterior,Q2(a,b)esdensoenCℜ2(a,b).
Para mostrarqueQ2(a,b)esdensoenP2(a,b),consideremosunpolinomio
P(t)=a0+a1t+···+antn∈P2(a,b),yelijamosnn´umerosracionalesq0,q1,...,qn
talesque|ak−qk|<ε/(2k+1∥tk∥),conε>0(loquesiempreesposible,dadoque
QesdensoenR).
1KarlTheodor Wilhelm Weierstrass(1815-1897).
2Ver,porejemplo,R.CourantyD.Hilbert,MethodsofMathematicalPhysics,Vol.1,pag.65.
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Entonces,lamandoQ(t)=q0+q1t+···+qntnyempleandoladesigualdad
triangularparalanorma,tenemos
∥P(t)−Q(t)∥=
=∥(a0−q0)t0+(a1−q1)t+···+(an−qn)tn∥≤
≤|a0−q0|∥t0∥+|a1−q1|∥t∥+···+|an−qn|∥tn∥<
< ε2
n∑
k=0
1
2k <
ε
2
∞∑
k=0
1
2k =ε.
(2.1.12)
ElconjuntoQ2(a,b)tieneadem´aslaparticularidaddesernumerable,esdecir,
puedeserpuestoencorrespondenciaunoaunoconelconjuntodelosn´umerosnatu-
rales.Parademostrarestapropiedaddebemosmostrarpreviamentequeelconjunto
delosn´umerosracionalesesnumerable,as´ıcomociertaspropiedadesdelauni´onde
conjuntosnumerables,loqueharemosacontinuaci´on.
2.2. Conjuntosnumerables
Mostraremosenloquesiguequeelconjuntodelospolinomiosconcoeﬁcientes
racionalesydegradoarbitrarioesnumerable.
Lema2.5.Launi´ondeunconjuntoﬁnitooinﬁnitonumerabledeconjuntos
numerablesestambi´enunconjuntonumerable.
Mostraremosestapropiedadparaelcasodelauni´ondeunconjuntonumerable
denumerables.Paraeloconsideremoslosconjuntos
S1={a11,a12,...,a1l,...},
S2={a21,a22,...,a2l,...},
............................
Sk={ak1,ak2,...,akl,...},
............................
(2.2.1)
Podemosordenartodosesoselementosenunau´nicasecuenciaadoptandoalguna
reglaquenospermitaasignarunn´umeronaturalacualquierelementodeunocual-
quieradeesosconjuntos.Porejemplo,podemosformarlasecuencia
a11,{a12,a22,a21},{a13,a23,a33,a32,a31},
{a14,a24,a34,a44,a43,a42,a41},...,{a1k,...,akk,...,ak1},... (2.2.2)
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conviniendoenqueelementosrepetidosobtienensuposici´onensuprimeraaparici´on,
ysonomitidosenlassiguientes.
Lema2.6.Elconjuntodelosn´umerosenterosesnumerable.
Enefecto,Z={0,1,2,...}∪{−1,−2,−3,...}.
Lema2.7.Elconjuntodelosn´umerosracionales(n´umerosdelaformap/q,con
p∈Zyq∈N),esnumerable.
Enefecto,elconjuntodelosracionalessobrelarecta,Q,eslauni´ondeun
conjuntonumerabledeconjuntosnumerablesdefraccionesdelaforma
Sq=
{p
q,p∈Z
}
conq=1,2,3,... (2.2.3)
Lema2.8.Elconjuntodeparesordenadosformadosconloselementosdedos
conjuntosnumerablesestambi´ennumerable.
Dadosdosconjuntosnumerables,
A={a1,a2,...,ak,...},
B={b1,b2,...,bk,...}, (2.2.4)
elconjuntodeparesordenados{⟨ak,bl⟩,∀k,l},eslauni´ondeunconjuntonume-
rabledeconjuntosnumerablesdelaforma
Sk={⟨ak,bl⟩,l=1,2,...},conk=1,2,... (2.2.5)
que,porelLema2.5,esnumerable.
Ahorabien,elconjuntodelospolinomiosdetodogradoconcoeﬁcientesraciona-
leseslauni´onparatodondelosconjuntosdepolinomiosacoeﬁcientesracionales
degradomenoroigualan.Entonces,deacuerdoalLema2.5,bastaconmostrar
queesosconjuntossonnumerables.
Lospolinomiosacoeﬁcientesracionalesdegradocerosonsimplementelosn´ume-
rosracionales,queformanunconjuntonumerable.
Lospolinomiosdegrado1delaformaq0+q1t,conq0,q1∈Q,est´anencorres-
pondenciaunoaunoconlosparesordenadosdelaforma⟨q0,q1⟩que,deacuerdoal
Lema2.8,formanunconjuntonumerable.
Procedemosporinducci´on.Podemosmostrarquesielconjuntodelospolinomios
degrado≤nconcoeﬁcientesracionales,{Qk(t),k∈N},esnumerable,elconjunto
delospolinomiosacoeﬁcientesracionalesdegrado≤n+1tambi´enloes.Enefecto,
lospolinomiosdelaformaQk(t)+qltn+1,conql∈Q,est´anencorrespondencia
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biun´ıvocaconlosparesordenadosdelaforma⟨Qk(t),ql⟩,losqueformanunconjunto
numerabledeacuerdoconelLema2.8.
Ejemplo2.5.ElespacioC2(a,b)esseparable.Enefecto,seax(t)=xR(t)+
ixI(t),conxR(t),xI(t)∈Cℜ2(a,b).Entoncespodemoselegirdospolinomioscon
coeﬁcientesracionalesQR(t)yQI(t)talesque∥xR,I(t)−QR,I(t)∥<ε/2.
Enconsecuencia,porladesigualdadtriangular,
∥x(t)−(QR(t)+iQI(t))∥≤
≤∥xR(t)−QR(t)∥+∥xI(t)−QI(t)∥<ε.
(2.2.6)
Finalmente,notemosqueelconjuntodelospolinomiosdelaformaQR(t)+iQI(t)
esnumerable,dadoquesuselementosest´anencorrespondenciaunoaunoconlos
paresordenadosdeelementosdeunconjuntonumerable,delaforma⟨QR(t),QI(t)⟩
conQR,I(t)∈Q2(a,b),quetambi´enformanunconjuntonumerable(verLema2.8).
Unespacioeucl´ıdeoquecontieneunconjuntodensoynumerablesedicesepa-
rable.
2.3. SecuenciasdeCauchyenespacioseucl´ıdeos
Unasecuenciadevectores{x1,x2,...,xk,...}enunespacioeucl´ıdeoEsedice
fundamentalodeCauchysi∀ε>0∃N(ε)∈Ntalque
ρ(xk,xl)<ε,∀k,l>N(ε), (2.3.1)
esdecir,si
l´ımk,l→∞ρ(xk,xl)=0. (2.3.2)
Lema2.9.Todasecuenciaconvergenteesfundamental.
Enefecto,supongamosquexk→x.Entonces,deladesigualdadtriangularpara
ladistanciatenemosque
ρ(xk,xl)≤ρ(xk,x)+ρ(x,xl)→0 (2.3.3)
cuandok,l→∞.
Enlarecta,elcriteriodeCauchyestablecequetodasecuenciafundamentales
convergente.Peroenunespacioeucl´ıdeogeneralpuedehabersecuenciasdeCauchy
quenotenganl´ımiteeneseespacio,comolomuestraelsiguienteejemplo.
2.3.SECUENCIASDECAUCHYENESPACIOSEUCL´IDEOS 55
Ejemplo2.6.ConsideremosunasecuenciaenC2(a,b)formadaporfunciones
realesxk(t)quetomenvaloresentre0y1,ytalesque,paratodoδ>0,converjan
uniformementea0enelintervalo[a,c−δ]ya1enelintervalo[c+δ,b],cona<c<b.
Consideremosladistanciaentredoselementoscualesquieradeesasecuencia,
ρ(xk,xl)2=
∫b
a
|xk(t)−xl(t)|2dt=
=
∫c−δ
a
|xk(t)−xl(t)|2dt+
∫b
c+δ
|xk(t)−xl(t)|2dt+
+
∫c+δ
c−δ
|xk(t)−xl(t)|2dt.
(2.3.4)
Comolasecuenciaesuniformementeconvergenteen[a,c−δ],dadoε1>0,podemos
tomarkylsuﬁcientementegrandescomoparaque|xk,l(t)−0|<ε1,paratodoten
eseintervalo.Entonces,
∫c−δ
a
|xk(t)−xl(t)|2dt≤
∫c−δ
a
(
|xk(t)|+|xl(t)|
)2dt<
<4ε21(c−δ−a)<4ε21(c−a).
(2.3.5)
Similarmente,si|xk,l(t)−1|<ε2parat∈[c+δ,b],podemosescribir
∫b
c+δ
|xk(t)−xl(t)|2dt<4ε22(b−c−δ)<4ε22(b−c). (2.3.6)
Finalmente,parala´ultimaintegraltenemos
∫c+δ
c−δ
|xk(t)−xl(t)|2dt≤
∫c+δ
c−δ
22dt=8δ. (2.3.7)
Porlotanto,silamamos
ε2=4ε21(c−a)+4ε22(b−c)+8δ, (2.3.8)
quepuedehacersetanpeque˜nocomosequiera,tenemos
ρ(xk,xl)<ε, (2.3.9)
parak,lsuﬁcientementegrandes,demodoquesetratadeunasecuenciafundamen-
tal.
Noobstante,noexisteningunafunci´oncontinuaen[a,b]queseaell´ımiteen
mediadeestasecuenciadeCauchy.Enefecto,six(t)fueseell´ımiteenmediadela
secuencia,tendr´ıamos
∫b
a
|xk(t)−x(t)|2dt≥
∫c−δ
a
|xk(t)−x(t)|2dt→0 (2.3.10)
56 2.ESPACIOSDEHILBERT
cuandok→ ∞.Comolasxk(t)convergenuniformementea0eneseintervalo,y
laconvergenciauniformeimplicaconvergenciaenmedia,launicidaddell´ımiteen
mediarequierequex(t)≡0,t∈[a,c−δ],paratodoδ>0.Id´enticorazonamiento
permiteconcluirquex(t)≡1,t∈[c+δ,b],paratodoδ>0.
Enconsecuencia,independientementedelvalorquetomeent=c,ell´ımiteen
mediadeesasecuenciaesunafunci´ondiscontinuaenesepunto,
x(t)=
{
0,t∈[a,c),
1,t∈(c,b]. (2.3.11)
Estafunci´onnoesunelementodelespacioC2(a,b)enelqueestamostrabajando.
Lema2.10.Todasecuenciafundamentalesacotada.
Sea{xk,k=1,2,...}unasecuenciadeCauchyyseaz∈Eunvectorarbitrario
delespacioeucl´ıdeo.Paraundadoε>0existeunnaturalNtalquesik>Nen-
toncesρ(xN,xk)<ε.Siadem´aslamamosM =m´aximo{ρ(z,xk),k=1,2,...,N}
tenemos
ρ(z,xk)≤ρ(z,xN)+ρ(xN,xk)<M+ε,∀k>N, (2.3.12)
porloquelasecuenciaesacotada.
2.4. Espacioscompletos
Unespacioeucl´ıdeoEsedicecompletositodasecuenciafundamentalenEes
convergente.
Todoespacioeucl´ıdeodedimensi´onﬁnitaescompleto.Enefecto,consideremos
unasecuenciadeCauchyarbitrariaenunespaciodedimensi´onn,generadoporla
baseortonormal{e1,...,en},
xk=ξ(1)k e1+···+ξ(n)k en,k∈N. (2.4.1)
Entonces,
ρ(xk,xl)2=
n∑
j=1
ξ(j)k −ξ(j)l
2≥
≥ℜ
{
ξ(i)k −ξ(i)l
}2+ℑ
{
ξ(i)k −ξ(i)l
}2,i=1,2,...,n.
(2.4.2)
Porlotanto,lasecuenciaden´umeroscomplejos{ξ(i)k ,k∈N}esfundamentaly,por
elcriteriodeCauchy,tieneunl´ımite:∃ξ(i)∈Ctalque
ξ(i)=l´ımk→∞ξ
(i)
k ,i=1,2,...,n. (2.4.3)
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Esosnn´umerosdeﬁnenunvector
x=ξ(1)e1+···+ξ(n)en∈E, (2.4.4)
queesell´ımitedelasecuencia.Enefecto,
ρ(xk,x)2=
n∑
j=1
ξ(j)k −ξ(j)
2→0 (2.4.5)
cuandok→ ∞ (dadoqueesunasumaﬁnitadet´erminosqueseanulanenese
l´ımite).
Porlotanto,todasecuenciafundamentalenunespacioeucl´ıdeodedimensi´on
ﬁnitatienel´ımite,demodoqueeseespacioescompleto.
Porotraparte,hemosvistoenlaSecci´on2.3queelespacioC2(a,b)noescom-
pleto.Estoplantealapreguntaacercadelaexistenciadeespacioscompletosde
dimensi´oninﬁnita,queelejemplotratadoenlasiguienteSecci´onrespondeaﬁrma-
tivamente.
2.5. ElespacioL2
ElespacioL2sedeﬁnecomoelconjuntodelassecuenciasden´umerosreales
talesquelasumadesuscuadradosesunaserieconvergente,
L2:=
{
x={ξ(i),i∈N}
∞∑
i=1
(ξ(i))2<∞
}
. (2.5.1)
Esteconjuntoresultaunespaciolinealrespectodelasoperacionesdesumay
productodeﬁnidasdemodoque,paraα∈R,
x={ξ(i),i∈N}, y={η(i),i∈N}, (2.5.2)
con ∞∑
i=1
(ξ(i))2<∞,
∞∑
i=1
(η(i))2<∞, (2.5.3)
entonces
αx:={αξ(i),i∈N},
x+y:={ξ(i)+η(i),i∈N}.
(2.5.4)
Esevidentequeelementosdelaformaxm ={ξ(i)=δim,i∈N},conm∈N,
sonlinealmenteindependientes.Enconsecuencia,elespacioL2notienedimensi´on
ﬁnita.
Esteespacioresultaeucl´ıdeorespectodelproductoescalar
(x,y):=
∞∑
i=1
ξ(i)η(i). (2.5.5)
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Paraveriﬁcarqueestasdeﬁnicionestienensentido,consideremosprimerolaserie
quedeﬁneelproductoescalar.Ladiferenciaenvalorabsolutodedosdesussumas
parciales,
SN+M −SN =
N+M∑
i=N+1
ξ(i)η(i)≤
{N+M∑
i=N+1
(ξ(i))2
}1/2{N+M∑
i=N+1
(η(i))2
}1/2
,(2.5.6)
comoconsecuenciadeladesigualdaddeCauchy-SchwarzenRM.Ahorabien,
dentrodecadaunadelaslavesdelmiembrodeladerechade(2.5.6)aparecela
diferenciadedossumasparcialesdeunaserieconvergente(verec.(2.5.3)).Esas
sumasparcialesformanunasecuenciafundamental,demodoqueelmiembrodela
derechatiendea0cuandoN→∞,paratodoM.
Enesascondiciones,lasucesi´ondesumasparcialesdelaserieen(2.5.5)satisface
que
l´ımN→∞
(
SN+M −SN
)
=0, ∀M ∈N, (2.5.7)
y,porelcriteriodeCauchy,tienel´ımite.Porlotanto,elproductoescalaren(2.5.5)
est´adeﬁnidoparatodopardeelementosdeL2.
Esteproductoessim´etricoypositivodeﬁnido.Adem´as,
(x,x)=
∞∑
i=1
(ξ(i))2=0⇔x=0={ξ(i)=0,i∈N}, (2.5.8)
porserunaseriedet´erminosnonegativos.
ConsideremosahoralasumadeelementosdeL2en(2.5.4).Tenemosque,para
todoM,
N+M∑
i=N+1
(ξ(i)+η(i))2=
N+M∑
i=N+1
(ξ(i))2+2
N+M∑
i=N+1
ξ(i)η(i)+
N+M∑
i=N+1
(η(i))2, (2.5.9)
dondeelmiembrodeladerechatiendea0cuandoN→∞,dadoquecadat´ermino
esladiferenciadedossumasparcialesdeunaserieconvergente(ec.(2.5.3)y(2.5.5)).
Enconsecuencia,porelcriteriodeCauchy,existeell´ımitedelaserie
∞∑
i=1
(ξ(i)+η(i))2<∞. (2.5.10)
Porlotanto,conladeﬁnici´onde(2.5.4),x+y∈L2,∀x,y∈L2.Adem´as,es
inmediatomostrarquetambi´enαx∈L2.
Enconclusi´on,L2esunespacioeucl´ıdeo.Enloquesiguemostraremosqueesun
espaciocompleto.
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ConsideremosunasecuenciafundamentalarbitrariaenL2,{x1,x2,...,xk,...},
donde
xk=
{
ξ(i)k ,i∈N
}
. (2.5.11)
Entonces,
ρ(xk,xl)2=
∞∑
i=1
(
ξ(i)k −ξ(i)l
)2→0,k,l→∞. (2.5.12)
Dadoquesetratadeunaseriedet´erminosnonegativos,debeser
l´ımk,l→∞
(
ξ(i)k −ξ(i)l
)
=0,∀i∈N. (2.5.13)
Enconsecuencia,paratodoi=1,2,...,obtenemoslasecuenciafundamental
{ξ(i)k ,k∈N}que,porelcriteriodeCauchy,tienel´ımite:∃ξ(i)∈Rtalque
ξ(i)=l´ımk→∞ξ
(i)
k . (2.5.14)
Conesosl´ımitespuedeformarselasecuenciax={ξ(i),i∈N}.
Paramostrarquexas´ıdeﬁnidoesunelementodeL2,recordemosquetoda
secuenciadeCauchyesacotada.Porlotanto,∀ktenemos
ρ(xk,0)2=
∞∑
i=1
(
ξ(i)k
)2≤K<∞, (2.5.15)
dondeKnodependedek.Entonces,∀N∈Nﬁjoresultaque
N∑
i=1
(
ξ(i)k
)2≤K, ∀k∈N. (2.5.16)
Tomandoell´ımitedeesasumaﬁnitaparak→∞ obtenemos
l´ımk→∞
N∑
i=1
(
ξ(i)k
)2=
N∑
i=1
(ξ(i))2≤K, ∀N∈N. (2.5.17)
Entonces,enell´ımiteN→∞ obtenemos
l´ımN→∞
N∑
i=1
(ξ(i))2=
∞∑
i=1
(ξ(i))2≤K<∞⇒x∈L2. (2.5.18)
Ahoramostraremosqueestevectorx∈L2esell´ımitedelasecuenciafunda-
mentalen(2.5.11).Paraelo,tengamosencuentaque,dadoε>0,
ρ(xk,xl)2=
∞∑
i=1
(
ξ(i)k −ξ(i)l
)2<ε2, (2.5.19)
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parak,lsuﬁcientementegrandes.Trat´andosedeunaseriedet´erminosnonegativos,
elaes mayoroigualquecualquieradesussumasparciales.Podemosentonces
escribirque
N∑
i=1
(
ξ(i)k −ξ(i)l
)2<ε2,∀N∈N. (2.5.20)
Siahora,conNﬁjo,tomamosell´ımitedeestasumaﬁnitaparal→∞ resulta
l´ıml→∞
N∑
i=1
(
ξ(i)k −ξ(i)l
)2=
N∑
i=1
(
ξ(i)k −ξ(i)
)2≤ε2,∀N∈N, (2.5.21)
paratodoksuﬁcientementegrande.
Finalmente,tomandoell´ımiteN→∞,
l´ımN→∞
N∑
i=1
(
ξ(i)k −ξ(i)
)2=
∞∑
i=1
(
ξ(i)k −ξ(i)
)2≤ε2<ε, (2.5.22)
paratodoksuﬁcientementegrande.
Porlotanto,
l´ımk→∞ρ(xk,x)=0, (2.5.23)
ylasecuenciadeCauchyconsideradaconvergeaunelementodeL2.
Enconclusi´on,todasecuenciafundamentalenL2esconvergente,demodoque
setratadeunespacioeucl´ıdeocompleto.
VeremosahoraqueelespacioL2esseparable.Paraelotengamosencuentaque,
six={ξ(i),i∈N}∈L2,dadoε>0,
∞∑
i=1
(ξ(i))2<∞ ⇒
∞∑
i=N+1
(ξ(i))2<ε2 (2.5.24)
paraNsuﬁcientementegrande.
Porotraparte,sea
q={q(1),q(2),...,q(N),0,0,...}∈L2, (2.5.25)
dondelosracionalesq(i)∈Qsonelegidosdemaneraque
(ξ(i)−q(i))2< ε21+i. (2.5.26)
Enesascondiciones,
ρ(x,q)2=
N∑
i=1
(ξ(i)−q(i))2+
∞∑
i=N+1
(ξ(i))2<
<
N∑
i=1
ε
21+i+
ε
2<
ε
2
∞∑
i=0
1
2i=ε.
(2.5.27)
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Porlotanto,elconjuntodeelementosdelaforma(2.5.25)esdensoenL2.
Adem´as,eseconjuntoesnumerable,dadoquepuedeestablecerseunarelaci´onbi-
un´ıvocaentresuselementosylospolinomiosconcoeﬁcientesracionales,
q↔Q(t)=q(1)t0+q(2)t1+···+q(N)tN−1, (2.5.28)
losqueformanunconjuntonumerable.
Enconclusi´on,L2contieneunconjuntodensonumerable,esdecir,esseparable.
Unespacioeucl´ıdeodedimensi´oninﬁnita,completoyseparableeslamadoes-
paciodeHilbert3.
Ejemplo2.7.ElespacioL2esunespaciodeHilbert.
2.6. Completamientodeespacioseucl´ıdeos
DossecuenciasdeCauchy,{xk,k=1,2,...},{yk,k=1,2,...}⊂E,sedicen
coterminalessi
l´ımk→∞ ∥xk−yk∥=0. (2.6.1)
Silasecuenciafundamental{xk,k=1,2,...}escoterminalconlasecuencia
{yk,k=1,2,...},y´estaescoterminalcon{zk,k=1,2,...},entonceslaprimera
escoterminalconlasegunda.Enefecto,
ρ(xk,zk)≤ρ(xk,yk)+ρ(yk,zk). (2.6.2)
Evidentemente,estocorrespondeaunarelaci´ondeequivalencia,enlaquedos
secuenciasest´anenlamismaclasedeequivalenciasiys´olosisoncoterminales.
ElconjuntoE¯delasclasesdeequivalenciadesecuenciascoterminalesenel
espacioeucl´ıdeoE,X ={{xk,k=1,2,...}⊂E|coterminales},seestructura
comounespaciolinealrespectodelasoperacioneslinealesdeﬁnidasacontinuaci´on:
Dados X,Y ∈ E¯, tomamos dos secuencias representativas,
{xk}∈X,{yk}∈Y,yconelasformamoslasecuencia{zk=xk+yk}.
Estasecuenciaestambi´enfundamental,
∥zk−zl∥≤∥xk−xl∥+∥yk−yl∥→0,k,l→∞, (2.6.3)
yenconsecuenciaperteneceaciertaclaseZ∈E¯.
3DavidHilbert(1862-1943).
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Enesascondiciones,sedeﬁne
X+Y:=Z. (2.6.4)
Estadeﬁnici´onesun´ıvoca,yaquesi{x′k}∈X,{y′k}∈Y,lasecuencia
{z′k=x′k+y′k}∈Z.Enefecto,
∥zk−z′k∥≤∥xk−x′k∥+∥yk−y′k∥→0,k,l→∞. (2.6.5)
Similarmente,λX∈E¯esaquelaclasealaquepertenecelasecuenciafun-
damental{λxk},donde{xk}∈X.Resultainmediatoveriﬁcarqueesta
deﬁnici´ontambi´enesun´ıvoca.
QuedacomoejercicioveriﬁcarqueenE¯sesatisfacenlosaxiomasdeespacio
vectorial.
Enparticular,elelementoneutrorespectodelasumaeslaclasedesecuencias
convergentesa0,¯O.Enefecto,si{xk}∈Xy{yk}∈O¯,entonces
l´ımk→∞ ∥(xk+yk)−xk∥=l´ımk→∞ ∥yk∥=0 ⇒{xk+yk}∈X. (2.6.6)
ElespaciolinealE¯puedeestructurarsecomounespacioeucl´ıdeosiseintroduce
unproductoescalarentreclasesX,Y ∈E¯.Paraeloconsideremossecuenciasfunda-
mentalesrepresentativasdecadaunadeesasclases,{xk}∈X,{yk}∈Y,ytomemos
elproductoescalar(enE)desuselementosgen´ericos,{(xk,yk)k=1,2,...}.Estos
n´umerosdeﬁnenunasecuenciadeCauchyque,enconsecuencia,tieneunl´ımite:
(xk,yk)−(xl,yl)= (xk,yk−yl)+(xk−xl,yl)≤
≤ (xk,yk−yl)+ (xk−xl,yl)≤
≤∥xk∥∥yk−yl∥+∥xk−xl∥∥yl∥→0,k,l→∞,
(2.6.7)
dadoquetodasecuenciafundamentalesacotada.
Ell´ımitedeestasecuencianum´ericas´olodependedelasclasesseleccionadasen
E¯,ynodelassecuenciasrepresentativasconsideradas.Enefecto,seandossecuencias
coterminalesconlasanteriores,{x′k}∈Xy{y′k}∈Y;entonces
(xk,yk)−(x′k,y′k)= (xk,yk−y′k)+(xk−x′k,y′k)≤
≤ (xk,yk−y′k)+ (xk−x′k,y′k)≤
≤∥xk∥∥yk−y′k∥+∥xk−x′k∥∥y′k∥→0,k,l→∞.
(2.6.8)
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Enesascondiciones,sedeﬁne
(X,Y):=l´ımk→∞(xk,yk) (2.6.9)
Esevidentequeestadeﬁnici´onsatisfacenlosdosprimerosaxiomasdelproducto
escalarenunespacioeucl´ıdeo.Encuantoaltercero,para{xk}∈Xtenemos
(xk,xk)≥0⇒ (X,X)≥0, (2.6.10)
ysi
(X,X)=0 ⇒ l´ımk→∞ ∥xk∥
2=0 ⇒ xk→0⇒{xk}∈O¯, (2.6.11)
esdecir,X=O¯.
ElespacioEucl´ıdeoE¯as´ıconformadotienelassiguientespropiedades:
E¯contieneunsubespacioE1isomorfoaE.
Enefecto,cadavectordeEpuedeasociarsedemaneraun´ıvocaconla
clasedesecuenciascoterminalesquelotienenporl´ımite,
x↔Xx={{xk}|xk→x},y↔Xy={{yk}|yk→y}. (2.6.12)
Entonces
αx+βy↔αXx+βXy, (2.6.13)
yelproductoescalar
(Xx,Xy)=l´ımk→∞(xk,yk)=(x,y). (2.6.14)
ElsubespacioE1esdensoenE¯.
Consideremosunasecuenciafundamental{xk}∈X∈E¯.Dadoε>0,
∃N∈Ntalquesik>Nentoncesρ(xk,xN)<ε2.
SeaXxN ∈E1laclasedelassecuenciasqueconvergenaxN.Enparticu-
lar,XxN contienelasecuencia{xN,xN,...}.Entonces
∥X−XxN ∥=l´ımk→∞ ∥xk−xN∥≤
ε
2<ε. (2.6.15)
Porlotanto,todoelementodeE¯esunpuntol´ımitedeE1.
ElespacioE¯escompleto.
Consideremosunasecuenciafundamental{Xk}⊂E¯,
∥Xk−Xl∥<ε2,∀k,l>n0(ε),∀ε>0. (2.6.16)
Si{xk,r}∈Xky{xl,r}∈Xl,conk,l>n0(ε),
l´ımr→∞ ∥xk,r−xl,r∥<
ε
2⇒∥xk,r−xl,r∥<
ε
2,∀r>r0(ε). (2.6.17)
64 2.ESPACIOSDEHILBERT
Seayk=xk,k,ylamemosN(ε)= m´aximo{n0(ε),r0(ε)}.Entonces,si
k,l>N(ε),
∥yk−yl∥=∥xk,k−xl,l∥<ε2. (2.6.18)
Porlotanto,lasecuencia{yk}esfundamental,yperteneceaciertaclase
Y∈E¯.
Ahorabien,sik>N(ε),
∥Xk−Y∥=l´ıml→∞ ∥xk,l−yl∥≤
ε
2<ε,∀ε>0. (2.6.19)
Enconsecuencia,Y=l´ımk→∞Xk,loquemuestraquetodasecuenciade
CauchyenE¯tieneunl´ımiteeneseespacio.
Podemosresumirestosresultadosenelsiguienteteorema.
Teorema2.1.Dadounespacioeucl´ıdeodedimensi´oninﬁnitaE(engeneral,
nocompleto),existeunespacioeucl´ıdeocompletoE¯,lamadocompletamientode
E,quecontieneunsubespaciodensoisomorfoaE.
Finalmentese˜nalemosque,dadosdosespacioseucl´ıdeosisomorfosEyE′,sus
completamientos¯EyE¯′tambi´ensonisomorfosentres´ı.
2.7. LaintegraldeLebesgue
HemosvistoqueelespacioC2(a,b)noescompleto,enelsentidodequenotoda
secuenciafundamentalenC2(a,b)convergeenmediaaunafunci´oncontinua.No
obstante,envirtuddelTeorema2.1,sabemosqueesposibleconstruir(demanera
abstracta)uncompletamientoparaeseespacio,C2(a,b),quecontieneunsubespacio
densoisomorfoaC2(a,b).
VeremosqueesposibledaraC2(a,b)unsigniﬁcadoconcreto,interpret´andolo
comoelconjuntodeciertaclasedefunciones.
Enparticular,laintegraldeRiemann4(deﬁnidaparafuncionescontinuas)hasido
unaherramientaesencialparadeﬁnirelproductoescalarenC2(a,b).Lanecesidad
deincorporaralespaciofuncionesm´asgeneraleshacenecesariogeneralizartambi´en
eseproductoescalar,expres´andoloent´erminosdelaintegraldeLebesgue5.
Eldesarrolodelateor´ıadelaintegraldeLebesgue6excedelasposibilidadesde
estecurso,porloquenoscontentaremoscondaraqu´ıs´olounapresentaci´onintuitiva
deeseconceptoque,noobstante,ser´asuﬁcienteparanuestroprop´osito.
4GeorgFriedrichBernhardRiemann(1826-1866).
5HenriL´eonLebesgue(1875-1941)
6Ver,porejemplo,G.Ye.Shilov,MathematicalAnalysis.
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Diremosqueunconjuntodepuntos△⊂ [a,b]tienemedida menorqueun
n´umeroε>0si△puedesercontenidoenunconjunto(ﬁnitooinﬁnitonumerable)
deintervaloscuyalongitudtotalseamenorqueε.
Ejemplo2.8.Elconjuntodelosn´umerosracionalestienemedidamenorque
cualquiern´umeropositivoε.
Enefecto,siendounconjuntonumerable,Q={q1,q2,...},elk-´esimoracional
puedesercontenidoenunintervalodelongitud<ε/2k,demaneratalquelalongitud
totaldeesosintervalosser´amenorque
∞∑
k=1
ε
2k=ε. (2.7.1)
Unconjuntodemedidamenorquecualquiern´umeropositivosedicedemedida
nula.
Unafunci´onf(t),deﬁnidaenunintervalo[a,b],sedicemediblesi,∀ε>0,ela
puedeserredeﬁnidaenunconjuntodemedidamenorqueεdelintervalo[a,b]de
maneratalquelafunci´onresultanteseacontinua.
Ejemplo2.9.Unafunci´onconunn´umeroﬁnitodediscontinuidadesaisladases
medible.Bastaconredeﬁniradecuadamentealafunci´onenunentornosuﬁciente-
mentepeque˜nodecadapuntodediscontinuidadparaobtenerunafunci´oncontinua.
Ejemplo2.10.Unafunci´onconunasingularidadaislada,como
f(t)=
{
t−α,para0<t≤1,
0,parat=0, (2.7.2)
conα>0,esmedible.Elapuedeserredeﬁnidaenelintervalo(0,ε),porejemplo,
comounafunci´onlinealqueseanuleenelorigenytomeelvalorε−αent=ε.De
esamaneraseobtieneunafunci´oncontinuaenelintervalo[0,1]paratodoε>0.
Ejemplo2.11.Lafunci´ondeDirichlet,deﬁnidaenelintervalo[0,1]como
χ(t)=
{
1,∀t∈Q,
0,∀t/∈Q, (2.7.3)
esunafunci´onmedible.Enefecto,elconjuntodelosn´umerosracionalespuede
sercontenidoenunsubconjuntode[0,1]demedidamenorquecualquierε>0.
Redeﬁniendoal´ıadentroalafunci´on,porejemplo,comotomandovaloresnulosse
obtieneunafunci´oncontinua,id´enticamentenula.
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2.7.1. Noci´ondeintegraldeLebesgue.Consideremosunafunci´onmedi-
bleenelintervalo[a,b],f(t),quetomavaloresnonegativos.Entonces,dadauna
secuenciaden´umerospositivosεk→ 0,paracadakpodemosconstruirunafun-
ci´oncontinuafk(t),quetambi´entomevaloresnonegativos,yques´olodiﬁeradela
anteriorenunconjuntodemedidamenorqueεk.
Siesasfuncionesfk(t)puedenserconstruidasdemaneratalquesusintegrales
(enelsentidodeRiemann)tenganunacotasuperiorcom´un,entonceslafunci´on
f(t)sedicesumableointegrableenelsentidodeLebesgue.
Enesecaso,sepuededemostrarquelasfuncionesfk(t)puedenserelegidasde
modoquesusintegralesformenunasecuenciaconvergentecuyol´ımite,noobstante,
puededependerdelaesaelecci´on.
Enefecto,silafunci´onf(t)hasidomodiﬁcadaenunintervalo△,delongitudδ,
alosefectosdeobtenerunafunci´oncontinuafk(t),nadaimpidesumarleafk(t)una
funci´oncontinuanonegativa,queseanulefuerade△ycuyagr´aﬁcasea,porejemplo,
untri´angulodebaseδyaltura2c/δ,conc>0.Esamodiﬁcaci´onincrementaenc
elvalordesuintegral,
∫b
a
fk(t)dt→ c+
∫b
a
fk(t)dt. (2.7.4)
Entonces,ell´ımitedelasecuenciadeintegralespuedeserincrementadoarbitra-
riamente.Perolacondici´onfk(t)≥0impidequepuedaserdisminuidoarbitraria-
mente.
Enesascondiciones,sedeﬁnelaintegraldeLebesguedef(t)(yseladenotapor
elmismos´ımboloquelaintegraldeRiemann)comolamayorcotainferioro´ınﬁmo
delconjuntodevaloresposiblesparaellimitedelasecuenciadeintegralesdelas
funcionesfk(t), ∫b
a
f(t)dt:=Inf
{
l´ımk→∞
∫b
a
fk(t)dt
}
, (2.7.5)
dondedebentenerseencuentatodaslasposibleseleccionesdelasfuncionesfk(t).
Conesadeﬁnici´on,sepuededemostrarquesiunafunci´onquetomavaloresno
negativosf(t)tieneunaintegraldeRiemann(porqueescontinua),ounaintegral
deRiemannimpropia(comoeselcasodeunafunci´onconunadiscontinuidad,o
conunasingularidadintegrablef(t)=t−α,con0<α<1),entoncestambi´enes
sumable,ysuintegraldeLebesguecoincideconsuintegralenelsentidodeRiemann.
Similarmente,unafunci´onnonegativaquetieneunasingularidadnointegrable,
f(t)=t−α,conα>1,tampocoesintegrableenelsentidodeLebesguedadoque,
enesecaso,lasintegralesdelasfuncionesfk(t)noest´anacotadas.
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Noobstante,existenfuncionesquenotienenunaintegraldeRiemann(nipropia
niimpropia)peroques´ısonintegrablesenelsentidodeLebesgue.
Unejemploeslafunci´ondeDirichlet,ec.(2.7.3).Estafunci´onnoesintegrable
enelsentidodeRiemann,porqueell´ımitedelasintegralesdefuncionesescalonadas
queaproximanaχ(t)porarribanocoincideconell´ımitedelasquelaaproximan
porabajo.
Peroestafunci´onmediblepuedesermodiﬁcadaenconjuntosdemedidaarbitra-
riamentepeque˜na,demododeobtenerunasecuenciadefuncionescontinuasχk(t)
cuyasintegralesest´enacotadas.Laelecci´ondeestasfuncionesqueconducealos
m´ınimosvaloresposiblesparasusintegralescorrespondeatomarχk(t)≡0para
todok.Entonces,
∫1
0
χ(t)dt=Inf
{
l´ımk→∞
∫1
0
χk(t)dt
}
=0. (2.7.6)
Lema2.11.Sif(t)≥0esunafunci´onintegrabledeLebesguey0≤g(t)≤f(t),
entoncesg(t)tambi´enessumableysuintegralsatisface
0≤
∫b
a
g(t)dt≤
∫b
a
f(t)dt. (2.7.7)
Unafunci´onmediblef(t),quetomavalorestantopositivoscomonegativos,se
dicesumablesisuvalorabsoluto|f(t)|essumable.
Enesecaso,porlapropiedadanterior,lasfunciones
f+(t)=max{0,f(t)}≤|f(t)|,
f−(t)=max{0,−f(t)}≤|f(t)|,
(2.7.8)
quetomanvaloresnonegativos,sonintegrablesdeLebesgue.Dadoquef(t)=
f+(t)−f−(t),sedeﬁnelaintegraldeLebesguedeesafunci´oncomo
∫b
a
f(t)dt:=
∫b
a
f+(t)dt−
∫b
a
f−(t)dt. (2.7.9)
Silafunci´onf(t)tomavalorescomplejos,ysum´odulo|f(t)|essumable,entonces
sedeﬁne ∫b
a
f(t)dt:=
∫b
a
ℜ{f(t)}dt+i
∫b
a
ℑ{f(t)}dt. (2.7.10)
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SepuededemostrarquelaintegraldeLebesgueas´ıdeﬁnidatienelasmismas
propiedadesdelinealidadquelaintegraldeRiemann,
∫b
a
{αf(t)+βg(t)}dt=α
∫b
a
f(t)dt+β
∫b
a
g(t)dt. (2.7.11)
2.8. ElespacioL2(a,b)
SelamaL2(a,b)alespaciodelasfuncionesf(t)mediblesenelintervalo[a,b],
cuyosm´odulosalcuadradosonsumables,
∫b
a
|f(t)|2dt<∞. (2.8.1)
Esteconjuntoseestructuracomounespaciolinealrespectodelasoperaciones
usualesdesumadefunciones,
(f+g)(t):=f(t)+g(t), (2.8.2)
yproductodefuncionesporn´umeros,
(αf)(t):=αf(t). (2.8.3)
Quisi´eramoshacerde´elunespacioeucl´ıdeointroduciendounproductoescalar
similaraldelespacioC2(a,b),peroempleandolaintegraldeLebesgue,
(f(t),g(t)):=
∫b
a
f(t)∗g(t)dt. (2.8.4)
Primeroveriﬁquemosqueesaintegralexisteparatodopardefuncionesf(t),g(t)∈
L2(a,b).Paraelotengamosencuentaque
0≤
(
|f(t)|−|g(t)|
)2 ⇒ f(t)g(t)≤12
(
|f(t)|2+|g(t)|2
)
, (2.8.5)
dedonderesultaque(f(t)∗g(t))essumable(verPropiedad2.11).
Siahoraconsideramoslasumadedosfuncionesf(t),g(t)∈L2(a,b),
f(t)+g(t)2= f(t)2+2f(t)g(t)+g(t)2 ≤
≤ f(t)2+2f(t)g(t)+ g(t)2,
(2.8.6)
dedonderesultaque(f+g)(t)∈L2(a,b),queesloquedebeocurrirenunespacio
lineal.
Enparticular,elelementoneutrorespectodelasumaeslafunci´onid´enticamente
nula0(t).
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Porotraparte,deladeﬁnici´ondeproductoescalar,ec.(2.8.4),ydelaspropie-
dadesdelinealidaddelaintegraldeLebesgue,ec.(2.7.11),resultainmediatoprobar
quesesatisfacenlosdosprimerosaxiomasdelespacioeucl´ıdeo.
Encuantoaltercero,
f(t)2≥0⇒
(
f(t),f(t)
)
=
∫b
a
f(t)2dt≥0. (2.8.7)
Perosi
(
f(t),f(t)
)
=0,nopodemosconcluirdeeloquef(t)=0(t),puestoque
hemosvistoqueexistenfuncionesavaloresnonegativosque(comolafunci´onde
Dirichlet)tienenunaintegraldeLebesguenulaapesardenoserid´enticamente
nulas.Estocreaunadiﬁcultadconlasegundapartedeesteaxioma.
Sinembargo,sepuededemostrarqueunafunci´onavaloresnonegativos,u(t)≥
0,∀t,tieneunaintegraldeLebesguenulas´ıys´olosieladiﬁerede0en,alosumo,
unconjuntodemedidanula,
∫b
a
u(t)dt=0 ⇔ u(t)=0,a.e. (2.8.8)
(dondelaabreviaturaa.e.signiﬁcaencasitodopunto-almosteverywhere).
Enparticular,estoimplicaqueladistancia(derivadadelproductoescalardeﬁni-
doenlaec.(2.8.4))entredosfuncionesf(t),g(t)∈L2(a,b)escerosiesasfunciones
diﬁerens´oloenunconjuntodemedidanula,
f(t)=g(t),a.e.⇒
∫b
a
f(t)−g(t)2dt=0. (2.8.9)
Apesardenoserid´enticas,talesfuncionesdeber´ıanserconsideradascomoelmismo
vectordelespacioeucl´ıdeo.
Estosugiereidentiﬁcaratodaslasfuncionesde(m´odulo)cuadradointegrable
quediﬁeranunasdeotrasen,alosumo,unconjuntodemedidanulaconunmismo
elementodelespacio.Enparticular,todafunci´onnulaencasitodopuntoser´ıa
entoncesequivalentealvectornulo0(t),conloquetambi´ensesatisfar´ıaeltercer
axiomadelproductoescalar.
Paraserm´asprecisos:interpretamosaloselementosdelespacioL2(a,b)nocomo
funcionesindividuales,sinocomoclasesdeequivalenciadefuncionesdecuadrado
sumable,dondedosfuncionesest´anenlamismaclasesicoincidenencasitodopunto
(esdecir,sis´olodiﬁerenen,alosumo,unconjuntodemedidanula).
Lasoperacioneslinealesentreclasessedeﬁnenapartirdelasoperacionessobre
funcionesrepresentativasdecadaclase,siendolaclaseresultanteindependientede
estaelecci´on.Enefecto,cambiardefuncionesrepresentativasproduceunresultado
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quecoincideconelanteriorencasitodopunto,yentoncespertenecealamisma
clasedeequivalencia.
Finalmente,elproductoescalarentreelementosdeL2(a,b)sedeﬁnecomoen
laec.(2.8.4),apartirdedosfuncionesrepresentativasdelasclases.Estotambi´en
resultaindependientedeesaelecci´on,dadoquecambiardefunci´onenunaclase
correspondeacambiarelintegrandoen,alosumo,unconjuntodemedidanula,lo
quenoalteraelvalordelaintegral.
Conestainterpretaci´on,L2(a,b)resultaunespacioeucl´ıdeo.
Porotraparte,sepuededemostrarquelasfuncionescontinuas,queparticipan
enladeﬁnici´ondelaintegraldeLebesgue
∫b
a
f(t)2dt=Inf
{
l´ımk→∞
∫b
a
fk(t)2dt
}
,f(t)∈L2(a,b), (2.8.10)
pertenecenaclasesdeequivalenciaqueformanunsubespaciodensoenL2(a,b).
Evidentemente,estesubespacioesisomorfoaC2(a,b).
DadoqueC2(a,b)esunespacioeucl´ıdeodedimensi´oninﬁnitayseparable(con-
tieneunconjuntodensonumerable),tambi´enloesL2(a,b).
Finalmente,sepuededemostrarelsiguiente
Teorema2.2.(deRieszyFischer)7L2(a,b)esunespacioeucl´ıdeocompleto.
Porlotanto,L2(a,b)esunespaciodeHilbert(espacioeucl´ıdeodedimensi´on
inﬁnita,completoyseparable),isomorfoalcompletamientodeC2(a,b).
Estaconstrucci´onpuedesergeneralizadaalcasodevariasvariables.
Consideremos,porejemplo,funcionesdedosvariables,f(t,s),deﬁnidasenla
regi´on[a,b]×[c,d].Unconjuntodepuntosdeeserect´angulotienemedidamenor
queε>0sipuedesercontenidoenunconjuntoﬁnitooinﬁnitonumerablede
rect´angulosde´areatotalmenorqueε.
Ladeﬁnici´ondefuncionesmediblesysumablesesenteramentesimilaraladel
casodeunavariable,as´ıcomoladeﬁnici´ondeintegraldeLebesgue,quesedenota
porelmismos´ımboloquelaintegraldeRiemann,∫ba
∫d
cf(t,s)dtds.
Elconjuntodelasclasesdeequivalenciadefuncionesde(m´odulo)cuadradosu-
mableenlaregi´on[a,b]×[c,d]conformaunespaciodeHilbertlamadoL2((a,b)×(c,d)).
ElsiguienteresultadopermitecalcularintegralesdeLebesguedoblescomointe-
gralesiteradas,comoenelcasodeintegralesdeRiemanndobles.
7FrigyesRiesz(1880-1956).ErnstSigismundFischer(1875-1954).
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Teorema2.3.(deFubini)8Seaf(t,s)unafunci´onsumableenelrect´angulo
a≤t≤b,c≤s≤d.Entonces,paratﬁjo,f(t,s)esunafunci´onsumabledela
variablesenelintervalo[c,d],exceptoposiblementeparaunconjuntodemedida
nuladevaloresdet.SuintegraldeLebesgue
F(t)=
∫d
c
f(t,s)ds (2.8.11)
(queexisteencasitodopunto)esunafunci´onsumabledelavariablet,cuyaintegral
coincideconelvalordelaintegraldoble,
∫b
a
F(t)dt=
∫b
a
{∫d
c
f(t,s)ds
}
dt=
∫b
a
∫d
c
f(t,s)dtds. (2.8.12)
Similarmente,laintegral∫baf(t,s)dtexisteparacasitodoslosvaloresdes,y
deﬁneunafunci´onsumabletalque
∫d
c
{∫b
a
f(t,s)dt
}
ds=
∫b
a
∫d
c
f(t,s)dtds. (2.8.13)
2.9. Complementosortogonales
ElLema1.3muestralaexistenciadelcomplementoortogonaldecualquiersub-
espaciodedimensi´onﬁnita.Enloquesiguemostraremosqueenunespacioeucl´ıdeo
completoesposiblerealizarunadescomposici´onsimilarrespectodeunsubespacio
arbitrario.
Lema2.12.Six∈EesunvectorortogonalaunsubespacioF⊂E,entoncesx
estambi´enortogonalasuclausura,x⊥F¯.
Enefecto,siy∈F¯,entoncesy=l´ımk→∞yk,conyk∈F,∀k∈N.Enesas
condiciones,porlacontinuidaddelproductoescalar,
(x,y)=l´ımk→∞(x,yk)=0, (2.9.1)
dadoquex⊥yk,∀k.Porlotanto,x⊥y,∀y∈F¯,esdecir,x⊥F¯.
Estoimplica,enparticular,quenoexistening´unvectornonuloqueseaortogonal
aunsubespacioFdensoenE.Esoesas´ıporque,six⊥F⇒x⊥E⊂F¯.Entonces,
x⊥x⇒x=0.
Enesascondiciones,ser´asuﬁcienteconsiderarsubespacioscerrados(recordemos
que,enparticular,todosubespaciodedimensi´onﬁnitaescerrado).Tambi´ennece-
sitaremoslasiguientepropiedad.
8GuidoFubini(1879-1943)
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Lema2.13.(delparalelogramo)Dadosdosvectoresx,y∈E,valelarelaci´on
∥x+y∥2+∥x−y∥2=2∥x∥2+2∥y∥2 (2.9.2)
(esdecir,lasumadeloscuadradoslaslongitudesdelasdiagonalesdeunparalelo-
gramoesigualalasumadeloscuadradosdelaslongitudesdeloslados).
Enefecto,
∥x+y∥2+∥x−y∥2=(x+y,x+y)+(x−y,x−y)=
=2(x,x)+2(y,y)=2∥x∥2+2∥y∥2.
(2.9.3)
Lema2.14.ConsideremosunsubespaciocerradoFdeunespacioeucl´ıdeocom-
pletoE.Todovectorx∈Epuedeserexpresadocomolasumadedosvectores,
x=u+v,dondeu∈Fyv⊥F.Adem´as,esosdosvectoresest´anun´ıvocamente
deﬁnidos.
Sea
d=Inf{y∈F}{ρ(x,y)}≥0. (2.9.4)
Sid=0,entoncesxesunpuntol´ımitedeF⇒x∈F,porserFcerrado.
Supongamosquex/∈F⇒ d>0.EsoquieredecirqueexistenenFvectores
cuyadistanciaaxesmayorqued,perotanpr´oximacomosequieraaesevalor.En
esascondiciones,podemosconstruirunasecuencia{yk,k∈N}⊂F,talque
∥x−yk∥→d cuandok→∞. (2.9.5)
AplicandoelLema2.13podemosescribir
2∥x−yk∥2+2∥x−yl∥2=∥2x−(yk+yl)∥2+∥yk−yl∥2, (2.9.6)
dedonderesultaque,∀k,l∈N,
0≤∥yk−yl∥2≤2{∥x−yk∥2+∥x−yl∥2}−4d2, (2.9.7)
dondehemostenidoencuentaque
x−yk+yl2
2
≥d2, (2.9.8)
dadoque(yk+yl)/2∈F.
Ahorabien,porconstrucci´on,elmiembrodeladerechadelaec.(2.9.7)tiendea0
cuandok,l→∞,dedondeseconcluyequelasecuencia{yk,k∈N}esfundamental.
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YcomoEesunespaciocompletoyFescerrado,existeenesesubespacioell´ımite
delasecuencia
u=l´ımk→∞yk∈F. (2.9.9)
Seav=x−u.Sunormaes
∥v∥=∥x−u∥=l´ımk→∞ ∥x−yk∥=d>0. (2.9.10)
Tomemosahoraunvectorarbitrarioz∈F,yconsideremoslacombinaci´on
u+λz∈F,conλ∈C.Entonces,elcuadradodesudistanciarespectodelvector
x=u+ves
∥x−(u+λz)∥2=∥v−λz∥2=
=∥v∥2−2ℜ{λ(v,z)}+|λ|2∥z∥2≥d2,
(2.9.11)
dedonderesultaque
2ℜ{λ(v,z)}≤|λ|2∥z∥2, ∀z∈F,∀λ∈C. (2.9.12)
Primerotomemosλ∈R.Entonces,


2ℜ{(v,z)}≤λ∥z∥2, ∀λ>0,
2ℜ{(v,z)}≥λ∥z∥2, ∀λ<0,

⇒ℜ{(v,z)}=0. (2.9.13)
Siahoratomamosλ=iµ,conµ∈R,tenemos


2ℑ{(v,z)}≥−µ∥z∥2, ∀µ>0,
2ℑ{(v,z)}≤−µ∥z∥2, ∀µ<0,

⇒ℑ{(v,z)}=0. (2.9.14)
Porlotanto,
(v,z)=0,∀z∈F ⇒ v⊥F. (2.9.15)
Finalmente,supongamosquexadmiteotradescomposici´ondelaformax=
u′+v′,conu′∈Fyv′⊥F.Entonces,
0=∥(u+v)−(u′+v′)∥2=∥u−u′∥2+∥v−v′∥2, (2.9.16)
dedonderesultaqueu′=uyv′=v,demodoqueladescomposici´ones´unica.
Recordemosqueelconjuntodelosvectoresortogonalesaunsubespaciodado
F⊂EformanelcomplementoortogonaldeF,queesunsubespaciocerrado.
Podemosresumirestosresultadosenelsiguienteteorema.
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Teorema2.4.ParatodosubespaciocerradoFdeunespacioeucl´ıdeocomple-
toE,existesucomplementoortogonalF⊥,queestambi´enunsubespaciocerrado.
Adem´as,todovectorx∈Eadmiteunadescomposici´on´unicadelaformax=u+v,
conu∈Fyv∈F⊥.
2.10. Desarrolosortogonales
Sedicequeunconjuntoortonormaldevectoresdeunespacioeucl´ıdeo,{ek,k∈
N}⊂E,esunsistemacompletosinoexistenenEvectoresnonulosquesean
ortogonalesatodoslosvectoresdelsistema.
Estoes,elconjunto{e1,e2,...,ek,...}esunsistemacompletoenunespacioE
silasecuaciones
(ek,x)=0,∀k∈N ⇒ x=0. (2.10.1)
Porelmomentonosabemossitalessistemasexisten,nicomoconstruirlosenese
caso,peros´ıpodemosestudiarlasconsecuenciasdesuposibleexistencia.
Supongamosquetenemosunconjuntonumerabledevectoresortonormales,
{e1,e2,...,ek,...}⊂E,con(ek,el)=δkl, (2.10.2)
yqueunvectorx∈Etieneundesarrolodelaforma
x=
∞∑
k=1
akek. (2.10.3)
En(2.10.3),laserieconvergeenelsentidodeladistanciaenE,esdecir,
l´ımN→∞ ∥x−SN∥=0, (2.10.4)
donde
SN=
N∑
k=1
akek (2.10.5)
eslaN-´esimasumaparcialdelaserie.
ParaNdado,consideremoselproductoescalar
(ek,SN)=
N∑
l=1
al(ek,el)=


ak,k≤N,
0,k>N.
(2.10.6)
Entonces,
(ek,x)=l´ımN→∞(ek,SN)=ak. (2.10.7)
Porlotanto,loscoeﬁcientesakdeundesarroloconvergentecomoeldelaec.
(2.10.3)est´anun´ıvocamentedeterminadoscomoloscoeﬁcientesdeFourierdel
vectorxrespectodelsistemaortonormalconsiderado.
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Dadounsistemaortonormaldevectorescomoeldelaec.(2.10.2),siemprees
posiblecalcularloscoeﬁcientesdeFourierdeunvectorx∈Erespectodedichosis-
tema,yconelosformarlassumasparcialesdesuseriedeFouriergeneralizada,
SN:=
N∑
k=1
akek,conak:=(ek,x). (2.10.8)
Consideremosladiferencia
RN:=x−SN. (2.10.9)
EstevectoresortogonalalosN primerosvectoresdelsistema,RN ⊥ek,k=
1,2,...,N.Enefecto,
(ek,RN)=(ek,x)−(ek,SN)=ak−
N∑
l=1
alδk,l=0,sik≤N. (2.10.10)
Enconsecuencia,x=SN+RN eslasumadedosvectoresortogonalesentres´ı.
PorelteoremadePit´agorastenemos
∥x∥2=∥SN∥2+∥RN∥2≥∥SN∥2=
N∑
k=1
|ak|2, (2.10.11)
demodoque
N∑
k=1
|ak|2≤∥x∥2,∀N∈N. (2.10.12)
Deaqu´ıresultalasiguientepropiedad:
Lema2.15.LoscoeﬁcientesdeFourierdeunvectorx∈Erelativosauncon-
juntonumerabledevectoresortonormalesentres´ı,ak=(ek,x),∀k∈N,satisfacen
ladesigualdaddeBessel9,
∞∑
k=1
|ak|2≤∥x∥2. (2.10.13)
Teorema2.5.Sea{e1,e2,...,ek,...}unsistemaortonormalcompletoenun
espacioeucl´ıdeocompletoE.Todovectorx∈EtieneunaseriedeFouriergenera-
lizadaqueconvergeaxenlam´etricadeeseespacio,
x=
∞∑
k=1
akek, conak=(ek,x). (2.10.14)
9Friedrich WilhelmBessel(1784-1846).
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ConsideremosladistanciaentredossumasparcialesdelaseriedeFouriergene-
ralizadaparax,
∥SN+M −SN∥2=
N+M∑
k=N+1
akek
2
=
N+M∑
k=N+1
|ak|2. (2.10.15)
ComoconsecuenciadeladesigualdaddeBessel,lasumaenelmiembrodeladerecha
esladiferenciadedossumasparcialesdeunaserieconvergente.Porlotanto,la
sucesi´ondesumasparciales{Sk}esfundamental.
Ahorabien,enunespacioeucl´ıdeocompleto,todasecuenciadeCauchytieneun
l´ımite.Esdecir,existeunvectorS∈Equeesell´ımitedelaserie,
S=l´ımN→∞SN=
∞∑
k=1
akek. (2.10.16)
LoscoeﬁcientesdeFourierdeSrespectodelsistemaortonormalconsiderado
(un´ıvocamentedeterminados)est´andadospor(ek,S)=ak.Enconsecuencia,
(ek,x−S)=(ek,x)−(ek,S)=ak−ak=0, ∀k∈N. (2.10.17)
Finalmente,sielsistema{e1,e2,...,ek,...}escompleto,laec.(2.10.17)implica
que
x−S=0 ⇒ x=S. (2.10.18)
Enconsecuencia,elvectorxesell´ımitedesuseriedeFouriergeneralizada,
x=
∞∑
k=1
(ek,x)ek. (2.10.19)
EnlascondicionesdelTeorema2.5,dosvectorescualesquierax,y∈Epueden
serrepresentadoscomolosl´ımitesdesusrespectivasseriesdeFourier,
x=
∞∑
k=1
akek, y=
∞∑
k=1
bkek. (2.10.20)
Porlacontinuidaddelproductoescalar,podemosescribir
(x,y)=l´ımN→∞
(N∑
k=1
akek,
N∑
l=1
blel
)
=l´ımN→∞
N∑
k=1
a∗kbk=
∞∑
k=1
a∗kbk. (2.10.21)
Enparticular,tomandoy=xobtenemoslaigualdaddeParseval10,
∥x∥2=(x,x)=
∞∑
k=1
|ak|2. (2.10.22)
10Marc-AntoineParsevaldesChˆenes(1755-1836).
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Estomuestraque,enunespacioeucl´ıdeocompleto,ladesigualdaddeBesselse
reduceaunaigualdadcuandoelsistemaortonormalescompleto.Estaesunasuerte
degeneralizaci´ondelTeoremadePit´agoras11alcasodedimensi´oninﬁnita.
Paraquevalganestaspropiedadesqueacabamosdedemostrardebemoscontar
conunsistemaortonormalcompletodevectores.Yaconocemosunm´etodogeneral
paraortogonalizar(ynormalizar)unadadasecuenciadevectores,{x1,x2,...,xk,...},
peroelsistemaortonormalresultantenoser´a,engeneral,unsistemacompleto.
Teorema 2.6.Unacondici´onnecesariaysuﬁcienteparaqueelsistema
{e1,e2,...,ek,...},obtenidoporortonormalizaci´ondelasecuencia{x1,x2,...,xk,
...}⊂E,seacompletoenunespacioeucl´ıdeocompletoEesquelavariedadlineal
generadaporlosvectoresxk,L{xk,k∈N},seaunsubespaciodensoenE.
Primerosupongamosqueelsistema{e1,e2,...,ek,...}seacompleto.Entonces,
comoEescompleto,todovectorx∈Eesell´ımitedesuseriedeFouriergeneralizada
x=l´ımN→∞SN, SN=
N∑
k=1
akek. (2.10.23)
Teniendoencuentaquecadaunodelosvectoresekes,porconstrucci´on,unacombi-
naci´onlinealdeunn´umeroﬁnitodevectoresxk(verTeorema1.3),concluimosque
existencombinacioneslinealesde(unn´umeroﬁnitode)estosvectoresqueest´antan
cercacomosequieradelvectorx.
Porlotanto,sielsistema{e1,e2,...,ek,...}escompletoenunespacioEcom-
pleto,entoncesL{xk,k∈N}esdensoenE.
SupongamosahoraqueL{xk,k∈N}seadensoenE.Podemosinvertirlarela-
ci´onentrelosekylosxk,demododeexpresarcadavectorxkcomounacombinaci´on
linealde(unn´umeroﬁnitode)vectoresek.Entonces,unvectorxortogonalatodos
losek,
(ek,x)=0, ∀k∈N, (2.10.24)
esortogonalatodacombinaci´onlinealdelosxk,esdecir,
x⊥L{x1,x2,...,xk,...}. (2.10.25)
Ycomonoexistenvectoresnonulosortogonalesaunsubespaciodenso,debeser
x=0.
Porlotanto,siL{xk,k∈N}esdensoenE,entonceselsistemaortonormal
{e1,e2,...,ek,...}escompletoenE.
11Pit´agorasdeSamos(570-495a.c.).
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Ejemplo2.12.Lavariedadlinealgeneradaporlaspotenciasdetenelintervalo
[−1,1],queeselsubespaciodelospolinomiosP2(−1,1),esdensoenelespacio
C2(−1,1)que,asuvez,esdensoenelespaciocompletoL2(−1,1).Entonces,por
elTeorema2.6,elconjuntodelospolinomiosdeLegendre(queseobtienenpor
ortogonalizaci´ondelaspotenciasdet-verec.(1.4.2))esunsistemaortogonal
completoenL2(−1,1).
Enconsecuencia,todafunci´ondecuadradosumableen[−1,1]puedeserdesa-
rroladaenunaseriedepolinomiosdeLegendre(debidamentenormalizados),yesa
serieconvergeenmediaalafunci´on.
Ejemplo2.13.Elsistemadelasfuncionestrigonom´etricas,{cos(kt),k=0,
1,2,...;sin(lt),l=1,2,3,...},esortogonalycompletoenL2(−π,π).
Enefecto,esbiensabidoqueunafunci´onperi´odicadeper´ıodo2π,conuna
derivadaprimeracontinuaentodalarecta,tieneundesarroloenseriedeFourier
queconvergeuniformementealafunci´onentodalarecta.
Enconsecuencia,elespaciolinealgeneradoporlasfuncionesdelsistematrigono-
m´etricoesdensoenunconjuntoquelamaremosF,quecontieneatodasaquelas
funcionesdeﬁnidasenelintervalo[−π,π]quepuedenserextendidasatodalarecta
comofunciones2π-peri´odicasyconunaderivadaprimeracontinua,
L{cos(kt),k≥0;sin(lt),l≥1}densoenF. (2.10.26)
EsteconjuntoFcontiene,enparticular,funcionesconunaderivadaprimeracon-
tinuaen(−π,π)yqueseanulanid´enticamenteenintervalosdelaforma[−π,−π+δ]
y[π−δ,π],conδ>0.
VeremosqueFesdensoenelconjuntodelospolinomiosP2(−π,π),queasuvez
esdensoenL2(−π,π).Paraelo,consideremosunpolinomioP(t)yunasecuencia
defuncionesrealesydiferenciables,{hk(t),k∈N},talesquetomenvaloresentre0
y1ysatisfagan
hk(t)=


0, π−(12
)k+1≤|t|≤π,
1, |t|≤π−(12
)k.
(2.10.27)
Evidentemente,elproductohk(t)P(t)∈F,∀k.Ysi|P(t)|≤M,∀t∈[a,b],su
distanciaaP(t)
ρ
(
hk(t)P(t),P(t)
)2=
∫π
−π
(hk(t)−1)2P(t)2dt≤
≤22M22
(1
2
)k
=8M2
(1
2
)k
→0
(2.10.28)
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cuandok→∞.
Porlotanto
L{cos(kt),k≥0;sin(lt),l≥1}densoenL2(−π,π). (2.10.29)
Comoelsistematrigonom´etricoyaesortogonal,normalizandoesosvectoresob-
tenemosunsistemaortonormalycompletoenL2(−π,π),{cos(kt)√2π ,k≥0;
sin(lt)√2π,l≥1
}
, (2.10.30)
deacuerdoconelTeorema2.6.Enunespaciocomplejotambi´enpodemostomarel
sistemaortonormalcompleto {exp(ikt)√2π ,k∈Z
}
. (2.10.31)
Ejemplo 2.14.Lossistemas
{√
2
πcos(kt),k=0,1,2,...
}
y
{√
2
πsin(kt),
k=1,2,3,...}sonortonormalesycompletosenL2(0,π).
Enefecto,lasfuncionesdecuadradosumableen[0,π]puedenserextendidasal
intervalo[−π,π]comofuncionesparesoimpares,cuyasseriesdeFouriersereducena
seriesdecosenosysenosrespectivamente.Laconvergenciaenmediadelasucesi´onde
sumasparciales(tambi´enparesoimpares,seg´unelcaso)alafunci´onenelintervalo
completoimplicalaconvergenciaenmediaen[0,π],∫π
−π
|x(t)−SN(t)|2dt=2
∫π
0
|x(t)−SN(t)|2dt→0 (2.10.32)
cuandoN→∞.
Ejemplo2.15.Porunrazonamientosimilar,sepuededemostrarqueelsistema
ortonormal{2πcos(kt)cos(ls),k,l≥0
}escompletoenL2((0,π)×(0,π)).
Teorema2.7.TodoespaciodeHilbertrealEesisomorfoalespacioL2.
RecordemosqueunespaciodeHilbertesunespacioeucl´ıdeoinﬁnito-dimensional,
completoyseparable.As´ı,todoespaciodeHilberttieneunsistemaortonormaly
completodevectores.
Enefecto,porserseparable,Econtieneunconjuntodensonumerable,
F={x1,x2,...,xk,...}densoenE. (2.10.33)
Enconsecuencia,lavariedadlinealgeneradaporesosvectoresestambi´endensaen
Ey,porelTeorema2.6,elsistemaortonormalqueseobtieneporortonormalizaci´on
delasecuenciaF,{e1,e2,...,ek,...},escompleto.
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Comoelespacioescompleto,todovectorx∈Eesell´ımitedesudesarrolode
Fourierrespectodelsistemacompleto{ek,k∈N},
x=
∞∑
k=1
akek, ak=(ek,x)∈R. (2.10.34)
Adem´as,comoelsistemaescompletoladesigualdaddeBesselsereducealaigualdad
deParseval,
∥x∥2=
∞∑
k=1
a2k<∞. (2.10.35)
EstoscoeﬁcientesdeFourierpermitendeﬁnirunelementodelespacioL2,
x¯=
{
ak,k∈N,con
∞∑
k=1
a2k<∞
}
∈L2. (2.10.36)
Inversamente,dadoselsistemaortonormal{ek,k∈N}⊂Eyunelemento
x¯∈L2comoenlaec.(2.10.36),puedeasociarsea´esteunvectordeEdadoporel
l´ımitedelaseriedelaec.(2.10.34).
DadalaunicidaddeloscoeﬁcientesdeFourier,estarelaci´onestableceunacorres-
pondenciabiun´ıvocaentreloselementosdeEylosdeL2.Severiﬁcadeinmediato
queestacorrespondenciapreservalasoperacioneslinealesylosproductosescalares.
Porejemplo,six,y∈Esecorrespondenconx¯={ak},¯y={bk}∈L2respecti-
vamente,tenemosque
(x,y)E=
∞∑
k=1
akbk=(¯x,¯y)L2. (2.10.37)
Porlotanto,EesisomorfoaL2.
Similarmente,todoespaciodeHilbertcomplejoesisomorfoalaextensi´oncom-
plejadelespacioL2.Esteesunespacioeucl´ıdeocuyoselementossonsumasformales
delaformax¯+i¯y,conx¯,¯y∈L2,yenelcualelproductoescalarsedeﬁnepor
(¯x+i¯y,¯x′+i¯y′):=(¯x,¯x′)+(¯y,¯y′)+i(¯x,¯y′)−i(¯y,¯x′). (2.10.38)
Bibliograf´ıa:
GeorgiYe.Shilov,AnIntroductionToTheTheoryofLinearSpaces.Prentice-
HalInternational,London,1961.
GeorgiYe.Shilov,MathematicalAnalysis,ASpecialCourse.PergamonPress,
Oxford,1965.
A.N.KolmogorovyS.V.Fomin,ElementosdelaTeor´ıadeFuncionesydel
An´alisisFuncional.EditorialMIR,Mosc´u,1975.
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Cap´ıtulo3
FORMASYOPERADORESSOBREESPACIOSDE
HILBERT
3.1. Funcionaleslinealesacotadasenespacioscompletos
Teorema3.1.(Teoremaderepresentaci´ondeRiesz)1Todafuncionalli-
nealacotadaf(x)enunespacioeucl´ıdeocompletoEpuedeserrepresentadacomo
elproductoescalarporunvectorﬁjodelespacio,f(x)≡(z,x),z∈E.
Consideremosunafuncionallinealacotada,|f(x)|≤K∥x∥,∀x∈E.Sifesla
funcionalnula,elacorrespondealproductoescalarporelvectornulo,f(x)=0=
(0,x),∀x∈E.
SupongamosquefnosealafuncionalnulaylamemosFalkernelosubespacio
nulodelafuncional,
f(x)=0,∀x∈F. (3.1.1)
Esteesunsubespaciocerrado,puestoquesilasecuenciafundamental{xk,∀k∈
N}⊂Ftieneporl´ımitealvectorx,entonces
f(x)=l´ımk→∞f(xk)=0, (3.1.2)
dadoquetodafuncionallinealacotadaescontinua(verTeorema1.11).
PorelTeorema2.4,sabemosqueenunespacioeucl´ıdeocompletoexisteelcom-
plementoortogonaldeestekernel,F⊥,quetambi´enesunsubespaciocerrado.Ve-
remosqueF⊥esunsubespaciounidimensional.
Enefecto,seandosvectoresnonulosarbitrariosz1,z2∈F⊥,de modoque
f(z1,2)̸=0,yseay=f(z1)z2−f(z2)z1∈F⊥.Entonces,
f(y)=f(z1)f(z2)−f(z2)f(z1)=0⇒ y∈F. (3.1.3)
Porlotanto,y⊥y⇒ y=0,ylosvectoresz1yz2soncolineales.
Finalmente,seae∈F⊥unvectorunitarioquegenereesesubespacio.Sabemos
quetodovectorx∈Etieneunadescomposici´on´unicadelaformax=u+v,donde
v∈Fy
u=λe∈F⊥,conλ=(e,u)=(e,u+v)=(e,x). (3.1.4)
1FrigyesRiesz(1880-1956).
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Enesascondiciones
f(x)=λf(e)+f(v)=f(e)(e,x)=(z,x),conz=f(e)∗e. (3.1.5)
Estevectorzes´unico,puestoquesitambi´entenemosquef(x)=(z′,x),∀x∈
E,entonces
(z−z′,x)=0,∀x⇒∥z−z′∥2=0 ⇒ z′=z. (3.1.6)
3.2. EloperadorintegraldeFredholm
Yahemosse˜naladoquetodooperadorlinealacotadoescontinuo.Unejemplo
importantedeoperadoracotadoenL2(a,b)eseloperadorintegraldeFredholmde
n´ucleodecuadradosumable,deﬁnidopor
Ax(t):=
∫b
a
K(t,s)x(s)ds, (3.2.1)
dondeeln´ucleodeloperadorintegral,K(t,s),esunafunci´ondedosvariablesde
(m´odulo)cuadradosumableenlaregi´ona≤t,s≤b,
K2=
∫b
a
∫b
a
|K(t,s)|2dtds<∞. (3.2.2)
Estoequivaleadecirque
K(t,s)∈L2((a,b)×(a,b)), (3.2.3)
yquesunormaeneseespacioes
∥K(t,s)∥=K. (3.2.4)
Enesascondiciones,elTeoremadeFubinigarantizaquelaintegral
k(t)2=
∫b
a
|K(t,s)|2ds (3.2.5)
existeparacasitodoslosvaloresdet∈[a,b],ydeﬁneunafunci´onsumablecuya
integrales ∫b
a
k(t)2dt=K2. (3.2.6)
Entonces,paracasitodoslosvaloresdet,K(t,s)puedeserconsideradacomouna
funci´ondecuadradosumabledelavariables∈[a,b],denormak(t)=+√k(t)2,yla
acci´ondeloperadorAsobrecualquierfunci´onx(s)∈L2(a,b)puedeserrepresentada
como
y(t)=Ax(t)=(K(t,s)∗,x(s)), a.e. (3.2.7)
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DeladesigualdaddeCauchy-Schwarzresultaque
|y(t)|2= (K(t,s)∗,x(s))2≤k(t)2∥x∥2, (3.2.8)
ydelaec.(3.2.6)concluimosquey(t)=Ax(t)∈L2(a,b).Enefecto,
∥Ax∥2=∥y∥2=
∫b
a
|y(t)|2dt≤K2∥x∥2. (3.2.9)
Porlotanto,unoperadorintegraldeFredholmden´ucleodecuadradointegrable
comoeldelaec.(3.2.1),esunoperadoracotado,deﬁnidosobretodoL2(a,b),cuya
normanosuperaalanormadesun´ucleocomofunci´ondecuadradosumabledesus
dosvariables,
∥A∥≤K=∥K(t,s)∥. (3.2.10)
3.3. Operadorescompletamentecontinuos
UnconjuntodeelementosFdeunespacioeucl´ıdeoEsedicecompacto2sitodo
subconjuntoinﬁnitoF′⊂FcontienealmenosunasecuenciadeCauchy(construida
conelementosdistintos).
Ejemplo3.1.Todoconjuntoﬁnitopuedeserconsideradocompacto.
Ejemplo3.2.TodoconjuntoinﬁnitoacotadoenlarectaRescompacto,en
virtuddelTeoremadeBolzano- Weierstrass.
Porelcontrario,todoconjuntoFnoacotadoenResnocompacto.Enefecto,
enesecasosepuedeseleccionarelsubconjuntoinﬁnito{xk∈F,k∈N,talesque
|xk|>k},quenocontieneningunasecuenciafundamental.
Ejemplo3.3.Similarmente,resultainmediatomostrarquetodoconjuntoin-
ﬁnitodeelementosdeunespaciodedimensi´onﬁnitaescompactos´ıys´olosies
acotado.Eseesalcaso,porejemplo,delaesferaderadio1enelespacio.
Ejemplo3.4.Sibiencompacidadyacotamientosoncaracter´ısticasequivalentes
entodoespaciodedimensi´onﬁnita,enespacioseucl´ıdeosdedimensi´oninﬁnita
existenconjuntosacotadosquenosoncompactos.
Eseeselcaso,porejemplo,delaesferaderadio1enunespaciodeHilbert.En
efecto,porserseparable,esteespaciocontieneunconjuntoortogonalcompletode
2Tambi´ensueleemplearseladenominaci´ondelocalmentecompacto,reservandoelt´ermino
compactoparaaquelosconjuntoscuyossubconjuntoinﬁnitoscontienenalmenosunasecuencia
convergente.
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vectoresunitarios,{e1,e2,...,ek,...},quenocontieneningunasecuenciadeCauchy
dadoque
ρ(ek,el)2=∥ek−el∥2=2,∀k̸=l,k,l∈N. (3.3.1)
Lema3.1.Todoconjuntocompactoenunespacioeucl´ıdeoEesacotado.
SupongamosqueelconjuntoF⊂Enoseaacotado.Entonces,paratodok∈N
esposibleencontrarunvectorxk∈Ftalque∥x∥≥k.
Enesascondiciones,elconjuntoF′={xk,k∈N}⊂Fnocontieneninguna
secuenciafundamentalformadaconpuntosdistintos,dadoquetodasecuenciade
Cauchyesacotada.
Porlotanto,siFesnoacotadoentoncesesnocompacto,loqueimplicaquesi
Fescompactoentoncesesacotado.
UnoperadorlinealA,deﬁnidosobreunespacioeucl´ıdeoE,sedicecomple-
tamentecontinuoocompactosiaplicalaesferaderadio1delespacioenun
conjuntocompacto.
Ejemplo3.5.TodooperadorlinealAenunespacioeucl´ıdeodedimensi´onﬁnita
escompacto.Enefecto,enesecasoAesacotadoysatisfaceque
∥Ax∥≤∥A∥∥x∥. (3.3.2)
Porlotanto,Aaplicalaesferaderadio1enunconjuntoacotadoque,enun
espaciodedimensi´onﬁnita,estambi´encompacto.
Ejemplo3.6.EnunespaciodeHilbert,eloperadoridentidadI(queesacotado)
noescompacto,puestoqueaplicaens´ımismaalaesferaderadio1delespacio,
quenoesunaregi´oncompacta.
Ejemplo3.7.SiAesunoperadoracotadoqueaplicaunespaciodedimensi´on
inﬁnitaEenunsubespaciodedimensi´onﬁnitaE′,entoncesAesunoperador
compacto.
Enefecto,taloperadoraplicalaesferaderadio1delespacioEenunaregi´on
acotadadeE′,queestambi´encompacta.
Lema3.2.SeaA1,A2,...,Ak,...unasecuenciadeoperadoreslinealesdeﬁnidos
sobreunespacioeucl´ıdeoE,ysupongamosqueesasecuenciaconvergealoperador
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A(enelsentidodeladistanciaenelespaciodeBanachdelosoperadoreslineales
acotadossobreE),
l´ımk→∞ ∥Ak−A∥=0. (3.3.3)
Enesascondiciones,siparatodokeloperadorAkescompacto,entoncesAes
tambi´encompacto.
Debemos mostrarque,dadounconjuntoinﬁnitodevectoresunitariosF=
{x1,x2,...,xk,...}⊂E,siempreesposiblehalarunasecuenciafundamentalcon-
tenidaenelconjuntodesusim´agenes,A(F)={Axk,k∈N}.
ConsideremosprimeroelconjuntoA1(F)={A1xk,k∈N}.Esteesunconjunto
compacto,puestoqueA1escompletamentecontinuo.
Porlotanto,esposiblehalarcontenidaenA1(F)unasecuenciadeCauchy
(formadaporvectoresdiferentes),quecorrespondealasim´agenesdeunsubconjunto
(tambi´eninﬁnito)delasecuenciaoriginal,F1={x(1)1,x(1)2 ...,x(1)k,...}⊂F.
TenemosentoncesquelasecuenciaA1(F1)={A1x(1)k,k∈N}esfundamental.
ConsideremosahoraelconjuntoA2(F1)={A2x(1)k,k∈N},tambi´encompacto
dadoqueA2escompletamentecontinuo.Entonces,siempreesposiblehalarconte-
nidaenA2(F1)unasecuenciadeCauchy,quecorrespondealasim´agenesdeunsub-
conjuntoinﬁnitodelasecuenciaoriginal,F2={x(2)1,x(2)2 ...,x(2)k,...}⊂F1⊂F.
Porconstrucci´on,tenemosquetantolasecuenciaA2(F2)={A2x(2)k,k∈N},
cuantoA1(F2)={A1x(2)k,k∈N}sonfundamentales(yaqueF2⊂F1).
Porid´enticasconsideraciones,vemosquesiempreesposibleseleccionarunsub-
conjuntoinﬁnitoFn={x(n)1 ,x(n)2 ...,x(n)k ,...}⊂Fn−1⊂···⊂F1⊂F,talque
Am(Fn)={Amx(n)k ,k∈N},conm=1,2,...,n,seaunasecuenciafundamental.
Formemosahoraelconjunto
G={y1=x(1)1,y2=x(2)2 ...,yk=x(k)k ,...}⊂F. (3.3.4)
Teniendoencuentaque{yk,k≥n}⊂Fn,vemosquelassecuenciasAn(G)=
{Anyk,k∈N}sonfundamentalesparatodon.
MostraremosquelasecuenciaA(G)={Ayk,k∈N}esfundamental.Paraelo,
dadoε>0,tomemosnsuﬁcientementegrandecomoparaquelanorma
∥A−An∥<ε4, (3.3.5)
yseamtalque
∥Anyk−Anyl∥<ε2,∀k,l>m. (3.3.6)
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Entonces,
∥Ayk−Ayl∥=∥A(yk−yl)∥=
=∥(A−An)(yk−yl)+An(yk−yl)∥≤
≤∥(A−An)(yk−yl)∥+∥An(yk−yl)∥≤
≤∥A−An∥∥yk−yl∥+∥Anyk−Anyl∥<
<ε4×2+
ε
2=ε.
(3.3.7)
Enresumen,dadounconjuntonumerablearbitrariodevectoresunitarios,siem-
preesposibleextraerde´elunsubconjuntoinﬁnitoqueesaplicadoporeloperador
AenunasecuenciadeCauchy.
Porlotanto,Aesunoperadorcompletamentecontinuo.
Teorema3.2.TodooperadorintegraldeFredholmden´ucleodecuadradosuma-
bleescompacto.
ConsideremosprimeroelcasodeunoperadorAnden´ucleodegenerado,
Kn(t,s)=
n∑
k=1
φk(t)ψk(s)∗, conφk(t),ψk(t)∈L2(a,b). (3.3.8)
N´otesequesiempreesposiblesuponerquelasfuncionesφk(t),k=1,...,nson
linealmenteindependientes.Encasocontrario,algunasdeelaspuedenserelimina-
dasenfavordeunsubconjuntolinealmenteindependiente,obteni´endoseunasuma
conunmenorn´umerodet´erminos.Porlamismaraz´on,puedesuponersequelas
funcionesψk(t),k=1,...,nsonlinealmenteindependientes.
Comosabemos,lanormadeesten´ucleoesunacotasuperiorparalanormadel
operadorintegral,
K2n=∥Kn(t,s)∥2=
∫b
a
∫b
a
n∑
k,l=1
φk(t)∗ψk(s)φl(t)ψl(s)∗dtds=
=
n∑
k,l=1
(φk(t),φl(t))(ψl(s),ψk(s))≥∥An∥2.
(3.3.9)
Laacci´ondeloperadorAnsobreunafunci´onx(t)∈L2(a,b)sereducea
Anx(t)=
n∑
k=1
(ψk,x)φk(t), (3.3.10)
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demodoqueAnaplicatodoelespacioL2(a,b)enelsubespaciodedimensi´onﬁnita
generadoporlasfuncionesφ1(t),...,φn(t).
Enesascondiciones,todooperadorintegraldeFredholmden´ucleodegenerado
esunoperadorcompletamentecontinuo.
ConsideremosahoraunoperadorintegralAden´ucleodecuadradosumable
arbitrario,K(t,s)∈L2((a,b)×(a,b)).Esten´ucleopuedeserdesarroladoenuna
seriedeFouriergeneralizada(convergenteenmedia)delaforma
K(t,s)=
∞∑
k,l=0
Ck,lcos
(
kπt−ab−a
)
cos
(
lπs−ab−a
)
. (3.3.11)
Lassumasparcialesdeestaserie,
Kn(t,s)=
n∑
k,l=0
Ck,lcos
(
kπt−ab−a
)
cos
(
lπs−ab−a
)
∈L2((a,b)×(a,b)),(3.3.12)
permitendeﬁnirunasucesi´ondeoperadoresintegralesdeFredholmden´ucleodege-
nerado,An,todoseloscompactos.
Ladiferencia(A−An)estambi´enunoperadorintegral,
(A−An)x(t)=Ax(t)−Anx(t)=
∫b
a
(K(t,s)−Kn(t,s))x(s)ds, (3.3.13)
cuyon´ucleoesladiferencia(K(t,s)−Kn(t,s))∈L2((a,b)×(a,b)).
Ahorabien,comolanormadeloperador(A−An)est´aacotadaporlanorma
desun´ucleo,
∥A−An∥≤∥K(t,s)−Kn(t,s)∥→0 cuandon→∞. (3.3.14)
Porlotanto,lasecuenciadeoperadorescompactosAnconvergealoperadorAen
elsentidodeladistanciaenelespacionormadodelosoperadoreslinealesacotados
sobreL2(a,b).EnvirtuddelTeorema3.2,eloperadorintegralAden´ucleoK(t,s)
estambi´encompletamentecontinuo.
Esteresultadovale,enparticular,cuandoeln´ucleoK(t,s)escontinuoenla
regi´oncompactaa≤t,s≤b.Enestecaso,eloperadorintegraldeFredholmaplica
L2(a,b)→C2(a,b).Enefecto,si
y(t)=
∫b
a
K(t,s)x(s)ds (3.3.15)
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tenemosque
y(t+δ)−y(t)2=
(
K(t+δ,s)∗−K(t,s)∗,x(s)
)2≤
≤∥x∥2
∫b
a
K(t+δ,s)−K(t,s)2ds≤
≤∥x∥2(b−a)maxa≤s≤b
{
K(t+δ,s)−K(t,s)2
}
→0
(3.3.16)
cuandoδ→0.
3.4. Autovectoresyautovaloresdeoperadorescompletamente
continuos
Lema3.3.Todooperadorlinealcompletamentecontinuoesacotadoy,porlo
tanto,continuo.
Enefecto,siAescompacto,laesferaderadio1delespacioEesaplicadaporA
enunconjuntocompacto,quenecesariamenteesacotado:
∥A∥=sup{∥x∥=1}∥Ax∥<∞. (3.4.1)
Lema3.4.Todooperadorlinealsim´etricoycompletamentecontinuoA,deﬁnido
sobreunespacioeucl´ıdeocompletoE,tieneunvectorm´aximo.
SupongamosqueA≠O(encuyocasoesteenunciadovaletrivialmente).
Como∥A∥=sup∥Ax∥paraxtomandovaloresenlaesferaderadio1deE,
entoncesesposibleseleccionarunasecuenciadevectoresunitariosF={xk,k∈N}
talesquelasnormasdelosvectoresyk=Axksatisfaganque
l´ımk→∞ ∥yk∥=∥A∥>0. (3.4.2)
ComoAescompletamentecontinuo,A(F)esunconjuntocompacto.Entonces,
siemprepodemossuponerquelasecuencia{yk,k∈N}esfundamental(bastacon
descartaraquelosvectoresdelasecuenciaFcuyasim´agenesnocorrespondana
elementosdelasecuenciadeCauchyquedebecontenerA(F)).
Ahorabien,sielespacioEescompleto,existeunvectory∈Equeesell´ımite
deesasecuenciadeCauchy,
y=l´ımk→∞yk=l´ımk→∞Axk. (3.4.3)
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Adem´as,porlacontinuidaddelanormatenemos
∥y∥=l´ımk→∞ ∥yk∥=∥A∥. (3.4.4)
MostraremosahoraquesiAessim´etrico,entonceselvectorunitarioz=y/∥A∥
esunvectorm´aximodeA.
Enefecto,tenemos
∥yk∥2=∥Axk∥2=(xk,A†yk)=
=(xk,Ayk)≤∥xk∥∥Ayk∥≤∥A∥∥yk∥,
(3.4.5)
demodoque,enell´ımitek→∞,resulta
∥A∥2≤ l´ımk→∞ ∥Ayk∥=∥Ay∥≤∥A∥
2. (3.4.6)
Porlotanto,∥Az∥=∥A∥,con∥z∥=1.
ComoconsecuenciadelosLemas3.3y3.4,yaplicandolosresultadosgenerales
obtenidosenelLema1.83,sedemuestradeinmediatoelsiguienteLema.
Lema3.5.Todooperadorsim´etricocompletamentecontinuoA,deﬁnidosobre
unespacioeucl´ıdeocompletoE,tieneunautovectordeautovalorλ=∥A∥o
λ=−∥A∥.
Recurriendoalprocedimientoempleadoenlademostraci´ondelTeorema1.9
(v´alidoparaelcasodedimensi´onﬁnita),yteniendoencuentaqueelcomple-
mentoortogonalessiemprecerrado,yquetodosubespaciocerradodeunespa-
cioeucl´ıdeocompletoestambi´enunespaciocompleto,podemosconstruiruncon-
juntoortonormaldeautovectoresdeAcorrespondientesaautovaloresnonulos,
{e1,e2,...,ek,...|Aek=λkek;λk≠0;(ek,el)=δkl}.
Porconstrucci´on,estosautovectoressonobtenidosenordennocrecientedelos
valoresabsolutosdesusautovalores,∥A∥=|λ1|≥|λ2|≥···≥|λk|≥....
Pero,adiferenciadeloqueocurreendimensi´onﬁnita,enunespaciodedi-
mensi´oninﬁnitaesteprocedimientopuedeterminaralcabodeunn´umeroﬁntode
pasos(cuandolanormadelarestricci´ondeAalcomplementoortogonalesnula)o
continuarindeﬁnidamente.
ElsiguienteLemaimponerestriccionessobreladistribuci´onsobrelarectaque
puedenadoptarlosautovaloresdeunoperadorsim´etricocompacto.
3RecordemosqueelLema1.8establecequesieloperadorsim´etricoacotadoAtieneunvector
m´aximo,entoncesAtambi´entieneunautovectorconautovalor∥A∥o−∥A∥.
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Lema3.6.SeaAunoperadorsim´etricocompletamentecontinuoenunespacio
eucl´ıdeocompleto.EntoncesAtieneunconjuntoﬁnitodeautovectoresortonormales
entres´ıcorrespondientesaautovaloresque,envalorabsoluto,superanaunn´umero
δ>0.
Supongamosque,porelcontrario,contamosconunconjuntoinﬁnitodetales
autovectores,
{e1,e2,...,ek,...} (ek,el)=δkl;Aek=λkekcon|λk|>δ>0, (3.4.7)
yconsideremoselconjuntodesusim´agenesporA,{λkek,k∈N}.
Estenoesunconjuntocompactopuestoque,siendoinﬁnito,nocontieneninguna
secuenciadeCauchy.Enefecto,ladistanciaentredoscualesquieradesuselementos
satisface
∥Aek−Ael∥2=∥λkek−λlel∥2=|λk|2+|λl|2>2δ2,∀k̸=l. (3.4.8)
Enesascondiciones,resultaimposibleseleccionarunasubsecuenciafundamental,lo
queest´aencontradicci´onconlahip´otesisdecompacidaddeloperadorA.
Porlotanto,elconjuntodeautovectoresortonormalesdelaec.(3.4.7)hade
contenerunn´umeroﬁnitodeelementos.
ElLema3.6implicaquesiunoperadorsim´etricocompletamentecontinuotiene
unn´umeroinﬁnitodeautovaloresnonulos,elosformanunasecuenciaqueconverge
alorigen.Adem´as,ladegeneraci´ondecualquierautovalornonuloesﬁnita(esdecir,
lossubespacioscaracter´ısticoscorrespondientesaautovaloresλ̸=0sondedimensi´on
ﬁnita).
Apartirdeestosresultadospodemosconcluirquesiunoperadorsim´etricocom-
pletamentecontinuoAtieneunconjuntoinﬁnitodeautovaloresnonulos,e´stos
puedenserdispuestosenordendecrecientedesusvaloresabsolutos,demodoque
formenunasecuenciaconvergentea0.Loscorrespondientesautovectoresson,por
construcci´on,ortogonalesentres´ı,a´uncuandocorrespondanalmismoautovalor.
Enesascondiciones,obtenemosunconjuntonumerabledeautovectoresortonor-
males,{e1,e2,...,ek,...},cuyosautovalores,quesatisfacen
∥A∥=|λ1|≥|λ2|≥···≥|λk|≥..., (3.4.9)
formanunasecuenciaqueconvergealorigen,λk→0.
Mostraremosahoraquetodovectorzortogonalalosautovectoresekas´ıcons-
truidossatisfaceAz=0.
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Lema3.7.Siunvectornonuloz∈Eesortogonalatodoslosautovectores
ekcorrespondientesaautovaloresnonulosdeunoperadorsim´etricocompletamente
continuoA,deﬁnidosobreunespacioeucl´ıdeocompletoE,entonceszesunauto-
vectordeAcorrespondientealautovalor0.
Consideremoslavariedadlinealgeneradapor(todos)losautovectoresdeAco-
rrespondientesaautovaloresnonulos:L{e1,e2,...,ek...},donde
Aek=λkek, λk≠0. (3.4.10)
LlamemosFasuclausura,F=L{e1,e2,...,ek...},yF⊥asucomplementoorto-
gonal.
DadoqueAessim´etricoyL{e1,e2,...,ek...}esinvariante,F⊥esunsubespacio
cerradoinvariantefrentealaacci´ondeA.Enesascondiciones,podemosconsiderar
larestricci´ondeloperadorAalsubespacioF⊥,quees´elmismounespacioeucl´ıdeo
completo.
Sea
M :=sup{x∈F⊥ ∥x∥=1}∥Ax∥, (3.4.11)
lanormadelarestricci´ondeAalsubespacioF⊥.SiM> 0,porelLemma3.5,
sabemosqueAtendr´ıaunautovectordeautovalorλ=±M ≠0.Pero,porhip´otesis,
esonoocurre,yaquetodoslosautovectorescorrespondientesaautovaloresnonulos
est´ancontenidosenF.
Porlotanto,M =0⇒Az=0,∀z∈F⊥.
Ahorabien,porelTeorema2.4,sabemosquetodovectorx∈Etieneuna
descomposici´on´unicacomolasumax=u+v,conu∈Fyv∈F⊥.
Porotraparte,enlascondicionesdelLema3.7,elconjuntodeautovectoresdeA
correspondientesaautovaloresnonulos,{e1,...,ek...},constituye(porconstruc-
ci´on)unsistemaortonormalycompletoenFque,porserunsubespaciocerradode
unespaciocompleto,es´elmismounespacioeucl´ıdeocompleto.
Enconsecuencia,todovectoru∈Fesell´ımitedesudesarrolodeFourier
respectodedichosistemaortonormal,
u= ∑
{ek|λk̸=0}
akek, conak=(ek,u)=(ek,x). (3.4.12)
Estosresultadospruebanelsiguiente
Teorema3.3.SeaAunoperadorsim´etricocompletamentecontinuodeﬁnido
sobreunespacioeucl´ıdeocompletoE.Entonces,todovectorx∈Epuedeserrepre-
sentadocomolasumadedosvectoresortogonalesentres´ı,x=u+v,dondeuesel
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l´ımitedeunasumaqueseextiendesobreelconjuntodeautovectoresortonormales
deAcorrespondientesaautovaloresnonulos,
u= ∑
{ek|λk̸=0}
akek conak=(ek,x), (3.4.13)
ydondevesunautovectordeAcorrespondientealautovalornulo,
Av=0=0v. (3.4.14)
SiEesunespaciodeHilbert,esseparable.EntoncesEcontieneunconjunto
densonumerable,G ={xk,k∈N}⊂E,cuyoselementostambi´entienenuna
descomposici´on´unicacomosumasdelaformaxk=uk+vk,conuk∈Fyvk∈F⊥.
Dadounvectorarbitrariox∈Eyunn´umeroε>0,siempreesposibleencontrar
unvectorxk∈Gtalque
ε2>∥x−xk∥2=∥u−uk∥2+∥v−vk∥2≥∥v−vk∥2, (3.4.15)
dedonderesultaqueelconjuntonumerable{vk,k∈N}esdensoenF⊥.Entonces,
F⊥esunespaciocompletoyseparable.
EnvirtuddelTeorema2.6,porortogonalizaci´ondelasecuencia{vk,k∈N}se
obtieneunsistemaortonormalycompletoenF⊥,cuyoselementossonautovectores
deAcorrespondientestodoselosalautovalornulo,
{E1,E2,...,Ek,...} (Ek,El)=δkl;AEk=0Ek=0. (3.4.16)
Porlotanto,todovectorv∈F⊥esell´ımitedeundesarrolodeFourierdela
forma
v= ∑
{Ek|λk=0}
bkEk, dondebk=(Ek,v)=(Ek,x). (3.4.17)
Estosresultados,juntoconelTeorema3.3,pruebanelsiguienteTeoremade
Hilbert:
Teorema3.4.Todooperadorsim´etricoycompletamentecontinuodeﬁnidosobre
unespaciodeHilberttieneunsistemaortonormalcompletodeautovectores.
3.5. AutovectoresdeoperadoresdeFredholm
ConsideremosunoperadorintegraldeFredholmAden´ucleoherm´ıticoyde
cuadradosumable,
K(s,t)=K(t,s)∗, K=∥K(t,s)∥<∞. (3.5.1)
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Unoperadorconesascaracter´ısticasest´adeﬁnidosobretodoelespaciodeHilbert
L2(a,b)(verSecci´on3.2),essim´etrico(verec.(1.8.20))ycompletamentecontinuo
(verTeorema3.2).Entonces,tieneunsistemaortonormalycompletodeautovecto-
res,ytodovectorx(t)∈L2(a,b)esell´ımitedesudesarrolodeFourierrespectode
esesistema.
LosautovectoresdeAsatisfacen
Aek(t)=
∫b
a
K(t,s)ek(s)ds=λkek(t). (3.5.2)
Enconsecuencia,podemosescribirque
λkek(t)∗=(ek(s),K(t,s)∗), (3.5.3)
demodoqueλkek(t)∗puedeserconsideradocomoelcoeﬁcientedeFourierde(la
funci´ondecuadradosumabledelavariables)K(t,s)∗correspondientealvector
ek(s).
Entonces,ladesigualdaddeBesselimplicaque,∀N,
N∑
k=1
λ2k|ek(t)|2≤
∫b
a
|K(t,s)|2ds=k(t)2, (3.5.4)
seg´unlanotaci´onadoptadaenlaSecci´on3.2.Integrandoambosmiembrosententre
aybobtenemos
N∑
k=1
λ2k∥ek(t)∥2=
N∑
k=1
λ2k≤
∫b
a
k(t)2dt=K2, ∀N∈N. (3.5.5)
Porlotanto,laserieformadaconloscuadradosdelosautovaloresdeunoperador
integraldeFredholmden´ucleoherm´ıticoydecuadradosumableesconvergente,
∞∑
k=1
λ2k≤K2<∞ (3.5.6)
(resultadoquenoesv´alidoengeneralparaotrosoperadoressim´etricosycompac-
tos).
Unafunci´onenlaimagendeloperadoresdelaforma
y(t)=Ax(t)=A
{∞∑
k=1
akek(t)
}
, (3.5.7)
dondeak=(ek,x).Dadoquelaserieenelsegundomiembroconvergealvectorx,
porlacontinuidaddeApodemosescribir
y(t)=
∞∑
k=1
akAek(t)=
∑
{ek|λk̸=0}
λkakek(t). (3.5.8)
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Porlotanto,unafunci´ony(t)∈Rank(A)esell´ımiteenmediadeundesarrolo
enseriedeautovectoresdeAcorrespondientesaautovaloresnonulos.
Teorema3.5.Sieln´ucleoK(t,s),herm´ıticoydecuadradosumable,satisface
lacondici´ondeHilbert-Schmidt4,
k(t)2=
∫b
a
|K(t,s)|2ds≤M2, (3.5.9)
dondeM esunaconstanteindependientedet,entoncestodafunci´ony(t)enel
rangodeloperadorintegralAquedeﬁneesen´ucleotieneundesarroloenseriede
autofuncionesdeAquenos´oloconvergeenmediaay(t),sinotambi´enabsolutay
uniformemente.
Consideremosunasumaparcialdelaserieparay(t)enelmiembrodeladerecha
delaec.(3.5.8),
N∑
k=1
akλkek(t)≤
N∑
k=1
|ak||λkek(t)|. (3.5.10)
Teniendoencuentaque,porladesigualdaddeBessel,
N∑
k=1
|ak|2≤∥x∥2, ∀N∈N, (3.5.11)
yque,porhip´otesis,delaec.(3.5.4)tenemos
N∑
k=1
λ2k|ek(t)|2≤k(t)2≤M2, ∀N∈N,∀t∈[a,b], (3.5.12)
aplicandoladesigualdaddeCauchy-SchwarzenRN obtenemos
N∑
k=1
|ak||λkek(t)|≤∥x∥M, ∀N∈N,∀t∈[a,b]. (3.5.13)
Porlotanto,sisesatisfacelacondici´ondeHilbert-Schmidt,laserieen(3.5.8)
convergeabsolutayuniformementealafunci´ony(t)enelintervalo[a,b].
Lacondici´ondeHilbert-Schmidtsesatisface,enparticular,cuandoeln´ucleo
decuadradosumableK(t,s)escontinuo.EnesecasoRank(A)⊂C2(a,b)(ver
ecuaciones(3.3.15-3.3.16)),loqueimplicaquelasautofuncionesdeloperadorintegral
correspondientesaautovaloresnonulossontambi´encontinuas.
4ErhardSchmidt(1876-1959).
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3.6. Ecuacionesintegralesinhomog´eneas
Consideremoslaecuaci´onintegral
φ(t)=f(t)+
∫b
a
K(t,s)φ(s)ds, (3.6.1)
dondef(t)yK(t,s)sonfuncionesconocidas,ylafunci´oninc´ognitaφ(t)aparece
bajoelsignointegral.
Sif(t)∈L2(a,b)yK(t,s)=K(s,t)∗∈L2((a,b)×(a,b)),laanteriorecuaci´on
integralpuedeserinterpretadacomo
φ(t)=f(t)+Aφ(t), (3.6.2)
dondeAeseloperadorintegraldeFredholmcuyon´ucleo(herm´ıticoydecuadrado
sumable)esK(t,s).
ComoeloperadorAas´ıdeﬁnidoessim´etricoycompacto,tieneunsistemaor-
tonormalcompletodeautovectores,Aek(t)=λkek(t),k∈N.
Siexisteunasoluci´onφ(t)∈L2(a,b)paralaec.(3.6.2),elapuedeserrepresen-
tadacomoell´ımitedesudesarrolodeFourierrespectodeesesistemacompleto.
Porlotanto,tienesentidotratardedeterminarsuscoeﬁcientesdeFourier.
Tomandoelproductoescalardeambosmiembrosdelaec.(3.6.2)conelauto-
vectorek(t)obtenemos
(ek,φ)=(ek,f)+(ek,Aφ)=
=(ek,f)+(Aek,φ)=(ek,f)+λk(ek,φ),
(3.6.3)
dadoqueAessim´etrico.Resultaentoncesque
(1−λk)(ek,φ)=(ek,f). (3.6.4)
Estaecuaci´ons´olopermitedeterminarun´ıvocamenteloscoeﬁcientesdeFourier
deφ(t)correspondientesalos(numerables)autovectoresdeautovalordistintodela
unidad:
ak=(ek,φ)=(ek,f)(1−λk)
=(ek,f)+ λk(1−λk)(ek,f), λk≠1.
(3.6.5)
ComprobemosqueestoscoeﬁcientesdeFourierdeﬁnenefectivamenteunvector
deL2(a,b).Silamamos
M =max{λk̸=1}
{ 1
|λk−1|
}
(3.6.6)
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(recordemosquelosautovaloresdeunoperadorsim´etricocompletamentecontinuo
formanunasecuenciaqueconvergealorigen-verLema3.6),podemosescribir
∑
{ek|λk̸=1}
|ak|2=
∑
{ek|λk̸=1}
|(ek,f)|2
(1−λk)2≤
≤M2 ∑
{ek|λk̸=1}
|(ek,f)|2≤M2∥f∥2,
(3.6.7)
envirtuddeladesigualdaddeBessel.Porlotanto(verTeorema2.7),laserie
ϕ(t)= ∑
{ek|λk̸=1}
akek(t) (3.6.8)
convergeaunvectordelespacioL2(a,b).
Siλ=1noesunautovalordeA,elconjunto{ek|λk ≠1}esunsistema
ortonormalcompletoenL2(a,b),ylaec.(3.6.2)tieneuna´unicasoluci´ondadapor5
ϕ(t)= ∑
{ek|λk̸=1}
{
(ek,f)+ λk(1−λk)(ek,f)
}
ek(t)=
=f(t)+ ∑
{ek|λk̸=0,1}
λk
(1−λk)(ek,f)ek(t).
(3.6.9)
Enefecto,teniendoencuentalacontinuidaddelosoperadoresacotados,podemos
escribir
(I−A)ϕ(t)=(I−A) ∑
{ek|λk̸=1}
(ek,f)
(1−λk)ek(t)=
= ∑
{ek|λk̸=1}
(ek,f)
(1−λk)(I−A)ek(t)=
∑
{ek|λk̸=1}
(ek,f)ek(t)=f(t).
(3.6.10)
Porotraparte,siλ=1esautovalordeA,entonceselsubespaciocaracter´ıstico
correspondiente,E(1),tienedimensi´onﬁnita(dadoqueAescompletamentecontinuo
-verLema3.6).
Sea{E1(t),...,En(t)}unabaseortonormaldeE(1).Laecuaci´on(3.6.4)implica
que
(1−1)(Ek,φ)=0=(Ek,f), k=1,2,...,n. (3.6.11)
Estoesunacontradicci´onamenosquef(t)⊥Ek(t),k=1,2,...,n.Eneste
caso,elvectorϕ(t)(ec.(3.6.9))esunasoluci´onparticulardelaecuaci´on(3.6.2).
5N´otesequeconestaexpresi´ons´oloesnecesarioconocerlasautofuncionesdeAcorrespondien-
tesaautovaloresnonulos.
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Peroesasoluci´onnoes´unica6,dadoquelosncoeﬁcientesdeFourier(Ek,φ)quedan
indeterminados.
Lasoluci´ongeneralde(3.6.2)seescribecomolasumadeϕ(t)ylasoluci´on
generaldelaecuaci´onhomog´enea:
φ(t)=ϕ(t)+ϕ1(t)=
=f(t)+ ∑
{ek|λk̸=0,1}
λk
(1−λk)ek(t)+ϕ1(t),
(3.6.12)
dondeϕ1(t)=c1E1(t)+···+cnEn(t)esunautovectorarbitrariodeAcorrespondiente
alautovalor1.Estosigniﬁcaquelasoluci´onest´adeterminadaamenosdelaelecci´on
denconstantesarbitrarias.
Finalmente,sif(t)noesortogonalalsubespaciocaracter´ısticocorrespondiente
alautovalor1laecuaci´onintegral(3.6.2)notienesoluci´on7.
N´oteseque(φ(t)−f(t))=Aφ(t)∈Rank(A),demodoquesieln´ucleoK(t,s)
satisfacelacondici´ondeHilbert-Schmidt,entonceslaserieenelmiembrodela
derechadelaec.(3.6.9)nos´oloconvergeenmedia,sinotambi´enabsolutayunifor-
memente.
Enparticular,sieln´ucleoK(t,s)escontinuo,entoncesladiferencia(φ(t)−f(t))
esunafunci´oncontinua.
3.6.1. C´alculodeautofuncionesyautovaloresdeunoperadorinte-
gral.Hemosvistoquelaexpresi´ondelasoluci´ondelaecuaci´onintegral(3.6.2)
requieredelconocimientodelasautofuncionesdeloperadorintegralcorrespondien-
tesaautovaloresnonulos(verec.(3.6.12)).
Enloquesigueveremosc´omocalcularesasautofuncionesenelcasodeunope-
radordeFredholmden´ucleodegenerado(nonecesariamentesim´etrico).
ConsideremosunoperadorintegralAdeﬁnidoporeln´ucleo
K(t,s)=
n∑
k=1
φk(t)ψk(s)∗, φk(t),ψk(t)∈L2(a,b), (3.6.14)
6Enefecto,siλ=1esautovalordeA,laecuaci´onhomog´enea(I−A)ϕ1=0tienesoluciones
notriviales.Entonces,siexisteunasoluci´onparalaecuaci´oninhomog´enea(I−A)ϕ=f,elano
esu´nicapuestoque(I−A)(ϕ+ϕ1)=f.
7Enefecto,si(I−A)φ=f,y(I−A)ϕ1=0,entonces
(ϕ1,(I−A)φ)=((I−A)ϕ1,φ)=(0,φ)=0=(ϕ1,f). (3.6.13)
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dondelosconjuntos{φk,k=1,...,n}y{ψk,k=1,...,n}sonlinealmenteinde-
pendientes.
Est´aclaroquetodovectornonuloortogonalalos{ψk,k=1,···,n}esun
autovectordeloperadorintegralAcorrespondientealautovalor0.ComoAapli-
catodoL2(a,b)enelsubespaciodedimensi´onﬁnitageneradoporlasfunciones
{φk,k=1,...,n},todoautovectorcorrespondienteaunautovalornonulodeber
estarcontenidoenesesubespacio.
Proponemosentoncesparaunautovectore(t)talque
Ae(t)=λe(t), conλ̸=0, (3.6.15)
unacombinaci´onlinealdelaforma
e(t)=
n∑
k=1
ckφk(t) (3.6.16)
que,reemplazadaenlaecuaci´ondeautovalores,conducea
(A−λI)e(t)=
n∑
k=1
φk(t)(ψk,e)−λe(t)=
=
n∑
k=1
φk(t)
{ n∑
l=1
[(ψk,φl)−λδkl]cl
}
=0.
(3.6.17)
Dadoquelasfuncionesφk(t)sonlinealmenteindependientes,laec.(3.6.17)se
reduceaunsistemadeecuacionesalgebraicas,
(M−λ1)¯c=0¯, con¯c=


c1..
cn

, (3.6.18)
dondeMkl=(ψk,φl)y1eslamatrizidentidadden×n.
Estesistemadeecuacionestienesolucionesnotrivialesparaaquelosvaloresde
λqueseancerosdeldeterminantedet(M−λ1),queesunpolinomiodegradonen
λ.DichassolucionesdeterminanlasautofuncionesdeloperadorAatrav´esdelaec.
(3.6.16).
Sieln´ucleoK(t,s)esnodegenerado,siemprepuedeseraproximado(enlam´etri-
cadeL2((a,b)×(a,b)))porunasumaparcialdesudesarrolodeFourierrespectode
alg´unsistemaortonormalycompleto,Kn(t,s),ques´ıesunn´ucleodegenerado.Los
autovaloresyautovectoresdeesteu´ltimopuedenserdeterminadosporelm´etodo
antesdescrito.
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Bajociertascondicionesderegularidaddeln´ucleoK(t,s)quenodiscutiremos
enestecurso8,estasaproximacionesconvergenalosautovaloresyautofuncionesdel
n´ucleooriginal.
3.6.2. El m´etodode Rayleighy Ritz.Consideremosunafuncionalreal
F[φ]deﬁnidasobreunespacioeucl´ıdeoE.Losextremosdelafuncionalsonaquelos
vectoresφ∈Eparaloscualesladiferencia(F[φ+εh]−F[φ])tomaelmismosigno
cualquieraqueseaelvectorunitarioh∈E,siemprequeε∈Rseasuﬁcientemente
peque˜no.
Laprimeravariaci´ondelafuncionalF[φ]sedenotaporδF[φ,εh]ysedeﬁne
comolapartelinealenεdeladiferencia
F[φ+εh]−F[φ]=δF[φ,εh]+O(ε2), conh∈E. (3.6.19)
LosextremosdeF[φ]correspondenaaquelosvectoresφ∈Eque,paratodoh,
anulanasuprimeravariaci´on.Enefecto,comoδF[φ,εh]eslinealenε,siδF[φ,εh]̸=
0paraalg´unhunitario,entonceshayvectorespr´oximosdeφ,delaforma(φ+εh)
con|ε| ≪1,paraloscualesF[φ+εh]esmayoromenorqueF[φ],seg´unsea
elsignodeε.Enconsecuencia,laexistenciadeunextremodeF[φ]requiereque
δF[φ,εh]=0.
Consideremosahoraunoperadorsim´etrico(nonecesariamenteacotado)A,deﬁ-
nidosobreundominioD(A)densoenunespacioeucl´ıdeocompletoE,ydeﬁnamos
lafuncional(real)
F[φ]:=(φ,Aφ)(φ,φ), φ∈E. (3.6.20)
Paraφ,h∈D(A)tenemos
δ(φ,Aφ)=(εh,Aφ)+(φ,Aεh)=
=ε{(h,Aφ)+(Aφ,h)}=2εℜ(h,Aφ),
δ(φ,φ)−1= −1(φ,φ)2{(εh,φ)+(φ,εh)}=
−2ε
(φ,φ)2ℜ
(h,φ),
(3.6.21)
demodoque
δF[φ,εh]= 2ε(φ,φ)ℜ
(h,Aφ−F[φ]φ). (3.6.22)
Losextremosdelafuncionalcorrespondenalosvectoresquesatisfacen
δF[φ,εh]=0,∀h⇒ Aφ−F[φ]φ=0, (3.6.23)
8Ver,porejemplo,MethodsofMathematicalPhysics-Vol.I,R.CourantyD.Hilbert
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dadoqueeldominiodedeﬁnici´ondeAesunsubespaciodenso(ynoexistenvectores
nonulosortogonalesasubespaciosdensos).Esdecir,losextremoscorrespondena
losautovectoresdeA,
Aφ=λφ, conλ=F[φ]. (3.6.24)
SiAesacotado,entoncesestafuncionalesacotada:
F[φ]=|(ˆφ,Aφˆ)|≤∥Aφˆ∥≤∥A∥, con φˆ=φ/∥φ∥. (3.6.25)
Ysiadem´asAescompacto,sabemosqueexisteunautovectore1deautovalorλ1
talque|λ1|=∥A∥.
ParaAacotado,lafuncional(nolineal)F[φ]tambi´enresultacontinua,dadoque
|F[φ]−F[ψ]|=
(
φˆ−ψˆ,Aˆφ
)
+
(ˆ
ψ,A(ˆφ−ψˆ)
)
≤
≤
(
φˆ−ψˆ,Aˆφ
)
+
(
Aψˆ,φˆ−ψˆ
)
≤
≤∥φˆ−ψˆ∥
{
∥Aφˆ∥+∥Aψˆ∥
}
≤
≤ 2∥A∥∥φ∥∥ψ∥ ∥ψ∥(φ−ψ)−(∥φ∥−∥ψ∥)ψ ≤
≤ 2∥A∥∥φ∥∥ψ∥
{
∥ψ∥∥φ−ψ∥+ ∥φ∥−∥ψ∥∥ψ∥
}
≤
≤ 2∥A∥∥φ∥∥ψ∥2∥ψ∥∥φ−ψ∥=4
∥A∥
∥φ∥∥φ−ψ∥,
(3.6.26)
envirtuddeladesigualdadtriangular.
Entonces,si{x1,x2,...,xk,...}esunsistemaortonormalycompletoeneles-
paciocompletoEye1esell´ımitedeldesarrolodeFourier
e1=l´ımn→∞φn, φn=ξ1x1+ξ2x2+···+ξnxn, (3.6.27)
tenemosque
λ1=F[e1]=l´ımn→∞F[φn]. (3.6.28)
Enesascondiciones,podemosintentaraproximarelautovalordeAdemayor
valorabsolutoreteniendos´olounasumaparcialdesuseriedeFourier.Lafuncional
F[φ]evaluadaenφnsereduceaunafunci´ondenvariables,
F[φn]=f(ξ1,...ξn), talque|f(ξ)|=|F[φn]|≤∥A∥. (3.6.29)
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Entonces,restringidosaesesubespacion-dimensional,proponemoscomo mejor
aproximaci´onalextremodelafuncionalalvectorunitariodeterminadoporunpro-
blemadeextremoscondicionadosdeunafunci´onordinariadenvariables,
g(ξ,Λ):=f(ξ)−Λ(ξ2−1) ⇒


∂g(ξ)
∂ξk =
∂f(ξ)
∂ξk −2Λξk=0,k=1,...,n
∂g(ξ)
∂Λ =1−ξ
2=0.
(3.6.30)
Elm´aximoabsolutodeesafunci´onpermitedeterminarunvectorunitario
φ¯n=ξ¯1x1+ξ¯2x2+···+ξ¯nxn (3.6.31)
(queengeneralnocoincidir´aconφn).
Silasecuencia{¯φn,n∈N}tambi´entieneporl´ımitealautovectore1,dadala
continuidaddeF[φ],elautovalordem´aximovalorabsolutopuedeobtenersecomo
λ1=l´ımn→∞F[¯φn]. (3.6.32)
Noobstante,elproblemadelaconvergenciadelasecuencia{¯φn,n∈N}alauto-
vectore1esmuchom´asdelicado,puesdependedelaapropiadaelecci´ondelsistema
completoenEenrelaci´onaloperadorAconsideradoydebeseranalizadoencada
casoparticular9.
3.7. Operadoresnoacotadosconinversascompletamentecontinuas
ConsideremosunoperadorlinealnoacotadoL,deﬁnidosobreunsubespacio
D(L)deunespacioeucl´ıdeoE.UnoperadorlinealacotadoA,deﬁnidosobretodo
E,sediceinversodeLsisesatisfacenlassiguientescondiciones:
a)∀x∈EsecumplequeAx∈D(L)yLAx=x,
b)∀y∈D(L)esALy=y,
Esdecir,AeselinversodeLsiessuinversotantoaizquierdacomoaderecha.
Ejemplo3.8.Consideremoseloperadordiferencial
Dy(t):=y′(t), (3.7.1)
deﬁnidosobreelconjuntoD(D)formadoporlasfuncionesabsolutamenteconti-
nuas10en[a,b],talesquey(a)=0ysuderivadaprimeray′(t)∈L2(a,b).
9Ver,porejemplo,R.CourantyD.Hilbert,Methodsof MathematicalPhysics-Vol.I,pag.
175.
10Unafunci´onφ(t)sediceabsolutamentecontinua,φ(t)∈ AC(a,b),siesunafunci´on
continuaen(a,b)cuyaderivada(enelsentidodel´ımitedecocienteincremental)existeencasi
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Yasabemosquelasfuncionesdiferenciablesen(a,b)queseanulanind´entica-
menteenentornosdelosextremosdeeseintervaloformanunconjuntodensoen
C2(a,b).Comoesasfuncionessonabsolutamentecontinuas,resultaqueD(D)esun
subespaciodensodeC2(a,b).
VeremosqueeloperadorintegralAdeﬁnidocomo
Ax(t):=
∫t
a
x(s)ds=
∫b
a
Θ(t−s)x(s)ds, (3.7.6)
donde
Θ(t−s):=
{
1, t≥s,
0, t<s, (3.7.7)
eselinversodeD.Trat´andosedeunoperadordeFredholmden´ucleodecuadrado
sumable(siempreque(b−a)<∞),Aescompletamentecontinuoyest´adeﬁnido
sobretodoL2(a,b).
Tengamosencuentaquesix(t)∈L2(a,b),entoncesx(t)essumableen[a,b](y,
porlotanto,localmentesumable).Enefecto,dadoque1(t)≡1∈L2(a,b)(para
(b−a)<∞),tenemosque
(1(t),|x(t)|)=
∫b
a
1×|x(t)|dt≤∥1∥∥x∥=√b−a∥x∥. (3.7.8)
Porlotanto, ∫b1
a1
|x(t)|dt≤√b−a∥x∥, ∀a1,b1∈[a,b]. (3.7.9)
todopuntodeeseintervaloyesunafunci´onlocalmentesumable:
φ′(t)∈L(loc.)1 (a,b)⇒
∫b1
a1
|φ′(t)|dt<∞, ∀a1,b1 a≤a1<b1≤b. (3.7.2)
LasfuncionesabsolutamentecontinuasformanunsubespaciodensoenelespacioC2(a,b),dado
queP2(a,b)⊂AC(a,b).Sepuededemostrarqueestasfuncionespuedenserreconstruidasapartir
desuderivadamediantelaregladeBarrow,
φ(t)∈AC(a,b)⇒φ′(t)∈L(loc.)1 (a,b) y φ(t)=
∫t
a1
φ′(s)ds+φ(a1). (3.7.3)
Inversamente,siψ(t)∈L(loc.)1 (a,b)entoncestieneunaprimitivaφ(t)=
∫t
a1ψ(s)ds∈AC(a,b)
talqueφ′(t)=ψ(t)encasitodopunto.
Paralasfuncionesabsolutamentecontinuastambi´envalelaregladeintegraci´onporpartes.
Enefecto,siφ1(t),φ2(t)∈AC(a,b),entoncesφ1(t)φ2(t)∈AC(a,b),laderivadadelproductoes
(φ1(t)φ2(t))′=φ′1(t)φ2(t)+φ1(t)φ′2(t)∈L(loc.)1 (a,b), (3.7.4)
y ∫t
a1
φ1(s)φ′2(s)ds=φ1(t)φ2(t)−φ1(a1)φ2(a1)−
∫t
a1
φ′1(s)φ2(s)ds. (3.7.5)
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Enesascondiciones,x(t)tieneunaprimitivay(t)∈AC(a,b),
y(t)=
∫t
a
x(s)ds+y(a), (3.7.10)
cuyaderivadaesy′(t)=x(t)encasitodopunto.Sielegimosquey(a)=0,entonces
y(t)∈D(D).
Porlotanto,D:D(D)→L2(a,b),mientrasqueA:L2(a,b)→D(D).Adem´as,
sesatisfaceencasitodopuntoque
•ADy(t)=∫tay′(s)ds=y(t)−y(a)=y(t), ∀y(t)∈D(D),
•DAx(t)=
(∫t
ax(s)ds
)′=x(t), ∀x(t)∈L2(a,b).
(3.7.11)
Esdecir,AeselinversodeD.
Lema3.8.Supongamosqueunoperadorlinealsim´etricoycompletamentecon-
tinuoA,deﬁnidosobreunespacioeucl´ıdeoE,eselinversodeunoperadorlinealno
acotadoL,deﬁnidosobreunsubespacioD(L)⊂E.Entonces
losautovaloresdeAsontodosnonulos,
losautovaloresdeLsontodosnonulos,
todoautovectordeAcorrespondientealautovalorλestambi´enunautovector
deLcorrespondientealautovalorµ=1/λ.
SupongamosqueAx=0,entoncesx=(LA)x=L(Ax)=L0=0.Perox=0
noesunautovectordeA.
SimilarmentesepruebaquesiLy=0⇒y=0.
SupongamosahoraqueAx=λx,conλ̸=0.Entonces,x=(LA)x=L(Ax)=
L(λx)=λLx⇒Lx=µx,conµ=1/λ.
Teorema3.6.SeaLunoperadorlinealnoacotado,deﬁnidosobreunsubespacio
D(L)deunespaciodeHilbertE.SiLtieneporinversaaunoperadorlinealsim´etrico
ycompletamentecontinuoA,entoncesLtambi´entieneunsistemaortonormaly
completodeautovectorescorrespondientesaautovaloresnonulos.Enparticular,L
est´adensamentedeﬁnido.
Enefecto,siAessim´etricoycompactoenunespaciodeHilbert,porelTeo-
rema3.4sabemosquetieneunconjuntoortonormalycompletodeautovectores.
Seg´unelLema3.8,esosautovectorescorrespondenaautovaloresnonulos,yson
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simult´aneamenteautovectoresdeL:paratodok∈Ntenemos
Aek=λkek,λk≠0 ⇒ Lek=µkek,conµk= 1λk. (3.7.12)
Enparticular,ek=µkAek∈D(L).
Porlotanto,D(L)contieneunconjuntoortonormalycompletodeautovectores
deLcorrespondientesaautovaloresnonulos.PorelTeorema2.6,resultaqueD(L)
esunsubespaciodensoenE.
3.8. EloperadordeSturm-Liouvile
UnoperadordeSturm-Liouviledeﬁnidosobreunespaciodefuncionesconuna
derivadasegundacontinua,y′(t)∈C2(a,b),donde−∞<a<b<∞,operadela
forma
Ly(t)=
(
p(t)y′(t)
)′+q(t)y(t)=x(t), (3.8.1)
conx(t)∈C2(a,b)silasfuncionesrealesp(t),p′(t)yq(t)soncontinuasen[a,b].
Sip(a)̸=0≠p(b),esteoperadorresultasim´etricosilasfuncionespertenecientes
asudominodedeﬁnici´on,D(L),satisfacenadem´ascondicionesdecontornolocales
homog´eneasdelaforma
αy(a)+βy′(a)=0, γy(b)+δy′(b)=0, (3.8.2)
conα2+β2≠0≠γ2+δ2.
Unoperadordeesascaracter´ısticassedicenosingularsilaecuaci´onLy(t)=
0(t)notieneenD(L)solucionesnotriviales.
SupongamosqueLseanosingular,yquelaecuaci´on
Ly(t)=x(t)∈C2(a,b) (3.8.3)
tengaunasoluci´ony(t)∈D(L).Entoncesesasoluci´onesu´nica,puestositenemos
quetambi´enesLz(t)=x(t),conz(t)∈D(L),entonces
L
(
y(t)−z(t)
)
=x(t)−x(t)=0(t)⇒z(t)≡y(t). (3.8.4)
MostraremosqueparatodooperadordeSturm-Liouvilenosingular L:
D(L)→C2(a,b)existeunoperadorintegraldeFredholmA:C2(a,b)→D(L),
cuyon´ucleoK(t,s)esunafunci´onrealsim´etricaycontinua,quetienelapropiedad
dequeparatodafunci´oncontinuax(t),lafunci´on
y(t)=Ax(t)=
∫b
a
K(t,s)x(s)ds (3.8.5)
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tieneunaderivadasegundacontinuaysatisfacelascondicionesdecontorno(3.8.2),
adem´asdeser(la´unica)soluci´ondelaecuaci´onLy(t)=x(t).Enesascondiciones,
AesinversodeLaderecha:
Ly(t)=LAx(t)=x(t), ∀x(t)∈C2(a,b). (3.8.6)
Inversamente,siy(t)∈D(L)entoncesLy(t)=x(t)∈C2(a,b).Comolasoluci´on
deestaecuaci´ones´unica,y(t)puedeserrepresentadacomoen(3.8.5),demodoque
Atambi´enresultaserinversodeLaizquierda:
Ax(t)=ALy(t)=y(t), ∀y(t)∈D(L). (3.8.7)
ParadeterminareloperadorinversodeL,dadacualquierfunci´oncontinuax(t),
debemoshalarlasoluci´ondelaecuaci´ondiferencialinhomog´enea
Lˆy(t)=p(t)y′(t)+p′(t)y′(t)+q(t)y(t)=x(t) (3.8.8)
quesatisfagalascondicionesdecontornolocalesespeciﬁcadasen(3.8.2).Enlaecua-
ci´on(3.8.8),Lˆesentendidos´olocomounoperadordiferencial(sinundominiores-
tringidom´asal´adelaexistenciadeladerivadasegundadelasfuncionessobrelas
queopera).
Paraﬁjarideas,enloquesigueadoptaremoslascondicionesdecontornode
Dirichlet11enambosextremos12,
y(a)=0, y(b)=0. (3.8.10)
Todaecuaci´ondiferencialhomog´eneadesegundoordenconcoeﬁcientesconti-
nuos,comoLˆu(t)≡0,tienedossolucioneslinealmenteindependientes,u1(t)yu2(t)
(funcionesdosvecesdiferenciables).Estaspuedenserelegidasdemaneraquesatis-
faganlacondici´ondecontorno(3.8.10)enunodelosextremosdelintervalo[a,b](y
s´oloenuno,dadoqueestamossuponiendoqueLesnosingular),
Lˆu1,2(t)=0,∀t∈(a,b), u1(a)=0, u2(b)=0. (3.8.11)
Paraconstruirlasoluci´onde(3.8.8)podemosseguirelm´etododeloscoeﬁcientes
indeterminadosyproponer
y(t)=C1(t)u1(t)+C2(t)u2(t), (3.8.12)
11JohannPeterGustavLejeuneDirichlet(1805-1859).
12Laconstrucci´ondelinversoparalascondicionesdeNeumann(CarlGottfriedNeumann
(1832-1925)),
y′(a)=0, y′(b)=0, (3.8.9)
oparalas m´asgeneralescondicionesde Robin(VictorGustaveRobin(1855-1897)),ec.
(3.8.2),esenteramentesimilar.
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dondelasfuncionesC1,2(t)sondosvecesdiferenciables.Estaexpresi´ondebeser
reemplazadaen(3.8.8),loquedalugaraunaprimeraecuaci´onqueinvolucraa
estasdosfunciones.
Paraladerivadadey(t)tenemos
y′(t)=C1(t)u′1(t)+C2(t)u′2(t)+C′1(t)u1(t)+C′2(t)u2(t). (3.8.13)
Comonecesitamosunasegundaecuaci´onparadeterminarlasdosfuncionesC1(t)
yC2(t)(yalosefectosdesimpliﬁcarlosc´alculosevitandolaaparici´ondelasderi-
vadassegundasdeestasfunciones),podemosimponerque
C′1(t)u1(t)+C′2(t)u2(t)=0, (3.8.14)
dedonderesultaque
y′(t)=C1(t)u′1(t)+C2(t)u′2(t)+C′1(t)u′1(t)+C′2(t)u′2(t). (3.8.15)
Reemplazando(3.8.12-3.8.15)en(3.8.8)obtenemos
Lˆy(t)=C1(t)ˆLu1(t)+C2(t)ˆLu2(t)+
+p(t)
(
C′1(t)u′1(t)+C′2(t)u′2(t)
)
=x(t).
(3.8.16)
Entonces,de(3.8.11),(3.8.14)y(3.8.16)obtenemosunsistemadeecuaciones
algebraicasparalasderivadasdelasfuncionesquetratamosdedeterminar,
(
p(t)u′1(t)p(t)u′2(t)
u1(t) u2(t)
)(
C′1(t)
C′2(t)
)
=
(
x(t)
0
)
. (3.8.17)
Eldiscriminantedelsistema,
det
(
p(t)u′1(t)p(t)u′2(t)
u1(t) u2(t)
)
=
=p(t){u′1(t)u2(t)−u1(t)u′2(t)
}=p(t)W[u1,u2](t)=C0
(3.8.18)
(dondeW[u1,u2]esel Wronskianodelasdossolucioneslinealmenteindependientes
delaecuaci´onhomog´enea),esunaconstantenonula,comopuedeveriﬁcarsef´acil-
mentetomandosuderivadayempleandolaecuaci´on(3.8.11),yteniendoencuenta
que
C0=p(a)u′1(a)u2(a)=−p(b)u1(b)u′2(b). (3.8.19)
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Enesascondiciones,
(
C′1(t)
C′2(t)
)
=
(
p(t)u′1(t)p(t)u′2(t)
u1(t) u2(t)
)−1(x(t)
0
)
=
= 1C0
(
u2(t) −p(t)u′2(t)
−u1(t) p(t)u′1(t)
)(
x(t)
0
)
,
(3.8.20)
dedonderesultaque
C′1(t)=u2(t)x(t)C0 , C
′2(t)=−u1(t)x(t)C0 . (3.8.21)
Ahoradebemoselegirprimitivasdeestasfuncionesquegaranticenquey(t)sa-
tisfagalascondicionesdecontornorequeridas,ec.(3.8.10).Estoselogracon
C1(t)=−
∫b
t
u2(s)x(s)
C0 ds, C2(t)=−
∫t
a
u1(s)x(s)
C0 ds. (3.8.22)
Porlotanto,dadax(t)∈C2(a,b),lafunci´ondosvecesdiferenciablequees
soluci´ondelaec.(3.8.8)yquesatisfacelascondicionesdecontorno(3.8.10)est´adada
por
y(t)=−1C0
{∫b
t
u1(t)u2(s)x(s)ds+
∫t
a
u1(s)u2(t)x(s)ds
}
=
=
∫b
a
K(t,s)x(s)ds=Ax(t)∈D(L),
(3.8.23)
dondeeln´ucleodeloperadorintegralA,
K(t,s)=


−u1(t)u2(s)C0 , t≤s,
−u1(s)u2(t)C0 , t>s,
(3.8.24)
esunafunci´oncontinuadesusdosvariables,inclusoent=s.
DadoqueK(t,s),cona≤t,s≤b,esreal,sim´etricoyest´aacotado,Aesunope-
radorintegraldeFredholmsim´etricoycompletamentecontinuo,queentoncestiene
unconjuntoortonormalycompletodeautovectores.Comoeloperadoras´ıcons-
truidoeselinversodeL,porelTeorema3.6concluimosqueLtieneunconjunto
ortonormalycompletodeautovectoresquecorrespondenaautovaloresnonulos.
Se˜nalemosque,parat̸=s,eln´ucleoesunafunci´ondosvecesdiferenciabledela
variablet(puestoqueu1(t)yu2(t)loson),satisfacelaecuaci´ondiferencial
LˆK(t,s)=0, parat̸=s, (3.8.25)
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(puestoqueˆLu1,2(t)=0)ytambi´enlascondicionesdecontornodelproblema,
K(a,s)=−u1(a)u2(s)C0 =0, K(b,s)=−
u1(s)u2(b)
C0 =0. (3.8.26)
Porotraparte,suderivadaprimerapresentaunadiscontinuidadent=s,
∂tK(t,s){t=s+}−∂tK(t,s){t=s−}=
=−
(u1(s)u′2(s)−u′1(s)u2(s)
)
C0 =
W[u1,u2](s)
C0 =
1
p(s).
(3.8.27)
Entonces,siadoptamoslareglausualdederivaci´ondefuncionesdiferenciablesa
trozosquetienendiscontinuidadesdealturaﬁnita13,queprescribesumaraladeriva-
dadelafunci´onunaDeltadeDirac14concentradaencadapuntodediscontinuidad
ymultiplicadaporlaalturadeesadiscontinuidad,obtenemos
LˆK(t,s)=p(t)
(δ(t−s)
p(s) +∂
2tK(t,s)
)
+
+p′(t)∂tK(t,s)+q(t)K(t,s)=δ(t−s).
(3.8.28)
Estomuestraqueeln´ucleoK(t,s)deloperadorintegralinversodeL,ec.(3.8.24),
eslafunci´ondeGreen15delproblemadecondicionesdecontornoconsiderado.
Desdeluegoquetodafunci´ony(t)∈D(L)esell´ımite(enmedia)desudesarrolo
deFourierrespectodelsistemaortonormalcompletodeautofuncionesdeL,
y(t)=Ax(t)=
∞∑
k=1
λk(ek,x)ek(t), (3.8.29)
dondex(t)=Ly(t).
TeniendoencuentaqueD(L)⊂ Rank(A)yqueeln´ucleocontinuoK(t,s)
satisfacelacondici´ondeHilbert-Schmidt,ec.(3.5.9),vemosquelaserieen(3.8.29)
tambi´enconvergeabsolutayuniformemente,deacuerdoconelTeorema3.5.
Estosresultadospermitenestablecerelsiguienteteorema.
Teorema3.7.TodooperadordeSturm-Liouvilenosingulartieneunconjunto
ortonormalcompletodeautofuncionesek(t)∈D(L),k∈N.Adem´as,todafunci´on
dosvecesdiferenciablequesatisfagalascondicionesdecontornoqueespeciﬁcanel
dominiodeloperador,y(t)∈D(L),tieneundesarrolodeFourierrespectodelos
autovectoresek(t)queconvergeabsolutayuniformemente.
13Reglaquejustiﬁcaremosm´asadelante,cuandotratemoslateor´ıadedistribuciones.
14PaulAdrienMauriceDirac(1902-1984).
15GeorgeGreen(1793-1841).
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Ejemplo3.9.ConsideremoseloperadorLy(t)=y′(t),deﬁnidosobreelsubes-
paciodeC2(0,π)formadoporlasfuncionesdosvecesdiferenciablesquesatisfacen
lascondicionesdecontornoy(0)=0,y(π)=0.
SetratadeunoperadordeSturm-Liouvilenosingular.Enefecto,y′(t)≡0⇒
y(t)=a+bt,peroy(0)=a=0yy(π)=bπ=0requierenquey(t)≡0.
Porlotanto,Las´ıdeﬁnidotieneunainversasim´etricaycompletamentecontinua,
ysusautofunciones,ek(t)=sin(kt),k∈N,correspondientesalosautovaloresµk=
−k2,formanunsistemaortonormalycompletoenL2(0,π)(cosaqueyasab´ıamos).
Adem´as,todafunci´ondosvecesdiferenciablequeseanulaent=0,πtieneun
desarroloenseriedesenosquenos´oloconvergeenmedia,sinotambi´enabsolutay
uniformemente.
ConsideremosahoraelcasodeunoperadordeSturm-Liouvilesingular,es
decir,unoperadorsim´etricoL,comoeldeﬁnidoporlasecuaciones(3.8.1)y(3.8.2),
quetieneunautovalornulo.
Teniendoencuentaqueautovectoresdeunoperadorsim´etricocorrespondientesa
autovaloresdistintossonortogonalesentres´ı,yqueenunespaciodeHilbert,como
esL2(a,b),nopuedehaber m´asqueunacantidadinﬁnitanumerabledevectores
ortogonalesentres´ı,vemosquenotodon´umerorealpuedeserunautovalordeL.
Supongamosqueµ0∈RnoesautovalordeL,ydeﬁnamossobreelmismo
dominiounnuevooperador:L1:=L−µ0I,conD(L1)=D(L).L1estambi´en
unoperadordeSturm-Liouvilesim´etrico,quediﬁeredelanteriors´oloenque
q(t)→(q(t)−µ0).Pero,adiferenciadeL,L1esnosingular.
Enesascondiciones,valenparaL1laspropiedadesantesdescritas.Enparticular,
L1tieneunconjuntoortonormalycompletodeautofuncionescorrespondientesa
autovaloresnonulos,
L1ek(t)=µkek(t)⇒Lek(t)=(µk+µ0)ek(t). (3.8.30)
PeroentoncesLtambi´entieneunsistemaortonormalcompletodeautofunciones
ek(t)correspondientesaautovaloresλk=µk+µ0,unodeloscualesesnulo.Ytoda
funci´ony(t)∈D(L)tieneundesarroloenseriedeautofuncionesdeLqueconverge
absolutayuniformemente.
Ejemplo3.10.LospolinomiosdeLegendresonlosautovectoresdeloperador
deSturm-Liouviledeﬁnidosobreelsubespaciodelasfuncionesdosvecesdiferen-
ciablesen(−1,1),sobrelasqueact´uacomo
Ly(t)=ddt
(
[t2−1]dydt
)
. (3.8.31)
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Enestecasotenemosqueq(t)≡0,mientrasquep(t)=t2−1seanulaenlos
extremosdelintervalo.Enesascondiciones,eloperadoressim´etricosinnecesidad
deimponercondicionesdecontornoadicionales.
LospolinomiosdeLegendreest´andadosporlaexpresi´on
Pk(t)= 12kk!
dk
dtk
(
[t2−1]k
)
(3.8.32)
ysatisfacen
LPk(t)=k(k+1)Pk(t), k=0,1,2,..., (3.8.33)
loquemuestraqueLessingular.
SupongamosqueLy(t)=µy(t),conµ≠k(k+1),parak=0,1,2,....Entonces
y(t)⊥Pk(t),∀k,porqueLessim´etrico.Peroestoimplicaquey(t)=0(t),dadoque
lospolinomiosdeLegendreformanunsistemaortogonalycompleto.
Porlotanto,µnoesautovalordeLyL1=L−µIesnosingular,demodoque
satisfacelascondicionesdelTeorema3.716.
16Enesascondiciones,L1tieneunainversasim´etricaycompletamentecontinua,quepuede
construirsedemanerasimilaraladelcasoenquep(t)noseanulaenlosextremosdelintervalocon-
siderado.Porejemplo,tomandoµ=1≠k(k+1),∀k=0,1,2,...,lasdossolucioneslinealmente
independientesdelaecuaci´ondiferencialhomog´enea
Lˆ1y(t)=ddt
(
[t2−1]dydt
)
−y(t)=0 (3.8.34)
puedenserelegidascomolasfuncionesdeLegendre
u1(t)=P√5−1
2
(−t), u2(t)=P√5−1
2
(t). (3.8.35)
ElcomportamientodelasfuncionesdeLegendrePx(t)cercadelosextremosdelintervalo
[−1,1]est´adadopor
Px(t)=


1+O(1−t), t≈1,
−log(1+t)+O(1+t)0, t≈−1,
(3.8.36)
demodoqueu1(t)esregularent=−1(mientrasqueu2(t)loesent=1),presentadoenel
extremoopuestounasingularidadintegrable.
Enesascondiciones,eln´ucleodeloperadorinversodeL1est´adadocomoenlaec.(3.8.24),
conu1(t)yu2(t)dadasenlaec.(3.8.35)ylaconstanteC0=0,59335.Lasoluci´on(continuaydos
vecesdiferenciable)delaecuaci´oninhomog´enea
Lˆ1y(t)=x(t)∈C2(−1,1), (3.8.37)
est´adadapor(verec.(3.8.23))
y(t)=−1C0
{
P√5−1
2
(−t)
∫1
t
P√5−1
2
(s)x(s)ds+P√5−1
2
(t)
∫t
−1
P√5−1
2
(−s)x(s)ds
}
. (3.8.38)
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Enconclusi´on,todafunci´ondosvecesdiferenciableenelintervalo(−1,1)tiene
undesarroloenseriedepolinomiosdeLegendrequeconvergeabsolutayuniforme-
mente.
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Cap´ıtulo4
ECUACIONESINTEGRALES
4.1. Autovaloresdeoperadorescompactos
SeaAunoperadorcompletamentecontinuodeﬁnidosobreunespacioeucl´ıdeo
E.Enparticular,Aesacotado,demodoque
∥Ax∥≤∥A∥∥x∥, ∀x∈E. (4.1.1)
Comonoestamossuponiendoqueesteoperadorseasim´etrico,susautovalores
(siexisten)ser´an,engeneral,n´umeroscomplejosdem´odulo|λ|≤∥A∥.Ylosau-
tovectorescorrespondientesaautovaloresdistintosnoser´an,engeneral,ortogonales
entres´ı.
SupongamosqueF={x1,x2,...,xk,...}⊂Eseaunconjuntodeautovecto-
reslinealmenteindependientesdeAcorrespondientesaautovaloresqueenm´odulo
superanaunn´umeropositivoδ,
Axk=λkxk, con∥A∥≥|λk|>δ>0,∀k. (4.1.2)
Medianteelprocesousualdeortonormalizaci´ondeunasecuenciapodemosge-
nerarelconjuntoortonormal{e1,e2,...,ek,...},donde
ek=
k∑
j=1
akjxj, conek⊥xl,paral<k. (4.1.3)
Enesascondiciones,Aekpuedeescribirsecomolasumadedosvectoresortogo-
nalesentres´ı,
Aek=
k∑
j=1
akjλjxj=λkek+
k−1∑
j=1
akj(λj−λk)xj, (4.1.4)
lomismoqueladiferencia
Aek−Ael=λkek+
{k−1∑
j=1
akj(λj−λk)xj−
l∑
j=1
aljλjxj
}
(4.1.5)
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sil<k.Entonces,
∥Aek−Ael∥2=
=∥λkek∥2+ ∑k−1j=1akj(λj−λk)xj−
∑l
j=1aljλjxj
2≥
≥∥λkek∥2=|λk|2>δ2>0.
(4.1.6)
Porlotanto,elconjunto{Ae1,Ae2,...,Aek,...}nocontieneningunasecuencia
deCauchy.Entonces,comoAescompacto,elconjunto{e1,e2,...,ek,...}debetener
unn´umeroﬁnitodeelementos,loquesigniﬁcaqueelsubespaciolinealgeneradopor
losvectoresdelconjuntoF,L{x1,x2,...,xk,...},tienedimensi´onﬁnita.
Enconsecuencia,losautovaloresnonulosdeunoperadorcompletamenteconti-
nuoformanenelplanocomplejo,alosumo,unasecuencianumerablequeconverge
alorigen.Adem´as,lamultiplicidaddecualquierautovalornonuloesﬁnita.
4.2. Ecuacionesintegralesden´ucleonoherm´ıtico
Consideremoslaecuaci´onintegral
φ(t)−
∫b
a
K(t,s)φ(s)ds=f(t), (4.2.1)
dondeK(t,s)∈L2((a,b)×(a,b))yf(t)∈L2(a,b)sonfuncionesconocidasy
φ(t)∈L2(a,b)eslainc´ognita.
Eln´ucleodecuadradosumableK(t,s)deﬁneunoperadorintegraldeFredholm
completamentecontinuo,
Aφ(t)=
∫b
a
K(t,s)φ(s)ds, (4.2.2)
que,engeneral,ser´anosim´etrico.
ComoconsecuenciadelTeoremadeFubini(queautorizaacambiarelordende
integraci´oncuandounaintegraldobleexiste),eloperadoradjuntoA†resultadeﬁnido
como
A†ψ(t)=
∫b
a
K(s,t)∗ψ(s)ds. (4.2.3)
Laecuaci´onintegral(4.2.1)puedeserescritacomo
φ(t)−Aφ(t)=f(t), (4.2.4)
mientrasqueelproblemaequivalenteparaeloperadoradjuntoser´ıa
ψ(t)−A†ψ(t)=g(t), (4.2.5)
cong(t)∈L2(a,b).
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Laexistenciadesolucionesnotrivialesparaelproblemaadjuntohomog´eneo(es
decir,laexistenciadeautovectoresdeA†correspondientesalautovalor1),
ψ1(t)−A†ψ1(t)=0(t), (4.2.6)
condicionalaexistenciadesolucionesparalaec.(4.2.4).Enefecto,elproducto
escalardeψ1(t)porambosmiembrosde(4.2.4)dalugaralaecuaci´on
(ψ1,f)=
(
ψ1,(I−A)φ
)
=
((I−A†)ψ1,φ
)
=(0,φ)=0, (4.2.7)
queesunacontradicci´onamenosquelainhomogeneidadf(t)seaortogonalalsub-
espaciocaracter´ısticodeA†correspondientealautovalor1(subespaciodedimensi´on
ﬁnita,dadoqueA†escompacto).Siesenoeselcaso,noexistensolucionesparala
ecuaci´on(4.2.4).
Porotraparte,laexistenciadesolucionesnotrivialesparalaecuaci´onhomog´enea
φ1(t)−Aφ1(t)=0(t) (4.2.8)
(esdecir,laexistenciadeautovectoresdeloperadorAcorrespondientesalautovalor
1,losquetambi´enformanunsubespaciodedimensi´onﬁnitadadoqueAescom-
pacto)implicaque,deexistirunasoluci´onparalaec.(4.2.4),elanosea´unica.En
efecto,enesecasotambi´entenemosque
(I−A)[φ(t)+φ1(t)]=f(t). (4.2.9)
Puededemostrarseelsiguienteteorema:
Teorema4.1.Consideremoslaecuaci´onhomog´enea(4.2.8).Doscasossonpo-
sibles:
I)esaecuaci´ontienesoluci´onu´nica,φ1(t)=0(t),
II)obientieneunasoluci´onnotrivialφ1(t)̸=0(t).
EnelcasoI)laecuaci´oninhomog´enea(4.2.4)tienesoluci´on´unica∀f(t)∈L2(a,b),
lomismoquelaec.(4.2.5)∀g(t)∈L2(a,b).
EnelcasoII),lasecuacioneshomog´eneas(4.2.8)y(4.2.6)tienenelmismo
n´umeroﬁnitondesolucioneslinealmenteindependientes.Laecuaci´onimhomog´enea
(4.2.4)tienesoluci´onsiys´olosif(t)esortogonalalasnsolucioneslinealmente
independientesde(4.2.6),yenesecasonoes´unica,sinoqueest´adeﬁnidaamenos
deunasoluci´onarbitrariade(4.2.8).(Evidentemente,algosimilarvaleparalaec.
(4.2.5).)
Paraelcasoden´ucleosdegeneradoslademostraci´onesinmediata,puestoque
losoperadoresAyA†aplicantodoL2(a,b)ensubespaciosdedimensi´onﬁnita,
118 4.ECUACIONESINTEGRALES
yelproblemasereduceamostrarlaexistenciadesolucionesparaunsistemade
ecuacionesalgebraicaslineales.
N´ucleosdecuadradosumablearbitrariospuedenseraproximadosenlam´etrica
deL2((a,b)×(a,b))porlassumasparcialesdesusseriesdeFourierrespectode
alg´unsistemaortonormalycompletodefunciones.Lacontinuidadcompletade
estosoperadorespermiteestablecerelresultadotambi´enenestecaso1.
Deesteteoremasededuceelsiguientecorolario:
Corolario4.1.1.(delaalternativadeFredholm)SiAesunoperadorintegral
deFredholmden´ucleodecuadradosumable,entoncessetieneunadelassiguientes
dosposibilidadesexcluyentes:
I)laecuaci´onφ(t)−Aφ(t)=f(t)tieneunasoluci´on∀f(t)∈L2(a,b)(en
cuyocasolasoluci´onesu´nica),
II)obienlaecuaci´onhomog´eneaφ1(t)−Aφ1(t)=0(t)tieneunasoluci´onno
trivial.
4.3. Ecuacionesintegralesdependientesdeunpar´ametrocomplejo
Consideremosunafamiliadeecuacionesintegralesqueincluyanunpar´ametro
complejoµmultiplicandoaln´ucleodecuadradosumableK(t,s),
φ(t)−µ
∫b
a
K(t,s)φ(s)ds=(I−µA)φ(t)=f(t). (4.3.1)
PorelcorolariodelaalternativadeFredholmsabemosque,paracadaµ∈C,
puededarses´olounadelassiguientesdosposibilidades:
I)laecuaci´on(4.3.1)tieneunasoluci´on∀f(t)∈L2(a,b)(encuyocasoes´unica),
II)obienlaecuaci´onhomog´enea
(I−µA)φ1(t)=0(t) (4.3.2)
tieneunasoluci´onnotrivial,quecorrespondeaunautovectordeloperadorAcon
autovalor1/µ,
Aφ1(t)=1µφ1(t). (4.3.3)
Enelprimercaso,µesunvalorregulardelaecuaci´on(4.3.1),mientrasque
enelsegundocasosedicequeµesunvalorsingulardeesaecuaci´on.
Yasabemosquelosautovaloresnonulosdeunoperadorcompletamenteconti-
nuoforman,alosumo,unasecuencianumerablequeconvergealorigendelplano
1Ver,porejemplo,TheTheoryofLinearSpaces,G.Ye.Shilov.
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complejo,yqueest´acontenidaenunc´ırculoderadio∥A∥.SiAesunope-
radorintegraldeFredholmden´ucleodecuadradosumable,tenemosadem´asque
∥A∥≤∥K(t,s)∥=K.
Enconsecuencia,losvaloressingularesdelaecuaci´on(4.3.1)forman,alosumo,
unasecuencianumerablequedivergealinﬁnitoyest´acontenidaenelexteriorde
unc´ırculoderadio(θ/K),con0<θ<1.Enparticular,existeunentornodeµ=0
libredevaloressingulares.
Ejemplo4.1.Consideremoseln´ucleo
K(t,s)=
{
sin(t)cos(s), t≤s,
cos(t)sin(s), t≥s, (4.3.4)
con0≤t,s≤π,cuyanormaesK=∥K(t,s)∥=π/2,ylaecuaci´onintegral
φ(t)−µ
∫b
a
K(t,s)φ(s)ds=f(t). (4.3.5)
Paradeterminarsusvaloressingularestengamosencuentaqueesten´ucleoes
sim´etricoycontinuo,satisfacelaecuaci´ondiferencial
−∂2tK(t,s)=K(t,s), parat̸=s, (4.3.6)
tambi´enlascondicionesdecontornoK(0,s)=0,∂tK(π,s)=0,ysuderivada
primerarespectodettieneunadiscontinuidadent=sdealtura
∂tK(t,s)t=s+−∂tK(t,s)t=s− =−sin2(s)−cos2(s)=−1. (4.3.7)
Adem´as,el WroskianoW[sin(t),cos(t)]=1.
Enesascondiciones,K(t,s)puedeserconsideradocomolafunci´ondeGreendel
operadordeSturm-Liouviledeﬁnidocomo
Lψ(t)=−ψ′(t)−ψ(t) (4.3.8)
sobreelsubespaciodelasfuncionesdosvecesdiferenciablesquesatisfacenlascon-
dicionesdecontornoψ(0)=0yψ′(π)=0.
Entonces,eloperadorintegralAden´ucleoK(t,s)tienelasmismasautofunciones
queeloperadorL,ylosautovaloresde´estecoincidenconlosvaloressingularesde
laecuaci´onintegral(4.3.5):
Lψk(t)=−ψ′k(t)−ψk(t)=µkψk(t), ψk(0)=0,ψ′k(π)=0⇒
ψk(t)=sin
((k+12
)t
)
, conµk=(k+12
)2−1,k=0,1,2,...
(4.3.9)
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N´oteseque,∀k,|µk|≥34> 1K = 2π,demodoqueLesnosingular,yexisteun
c´ırculoderadio< 34enelplanocomplejodelavariableµquenocontienevalores
singulares.
ComoAessim´etricoycompletamentecontinuo,tieneunconjuntoortonormal
ycompletodeautovectores,Aek(t)=λkek(t),parak=0,1,2,...,donde
ek(t)=1√πsin
((k+1/2)t), conλk= 1µk=
1(k+12
)2−1. (4.3.10)
Entonces,
(I−µA)φ(t)=f(t)⇒
(1−µλk)(ek,φ)=(ek,f)=1√π
∫π
0
sin((k+1/2)t)f(t)dt.
(4.3.11)
Porlotanto,paratodovalorregularµ≠µk,∀k,lasoluci´onde(4.3.5)existey
es´unica∀f(t)∈L2(0,π),yest´adadapor
φ(t)=f(t)+µ√π
∞∑
k=0
λk(ek,f)
(1−µλk)sin
((k+1/2)t), (4.3.12)
dondelaserieenelsegundomiembroconvergeabsolutayuniformemente(dado
queeln´ucleoK(t,s)satisfacelacondici´ondeHilbert-Schmidtyladiferencia
(φ(t)−f(t))∈Rank(A)).Enparticular,(φ(t)−f(t))escontinua.
Si,porelcontrario,µcoincideconunvalorsingularµk0,entonceslasoluci´onno
existeamenosquef(t)⊥ek0(t),encuyocasonoes´unica.Enefecto,si(ek0,f)=0
entonces
φ(t)=f(t)+
µ√π
∑
k̸=k0
λk(ek,f)
(1−µλk)sin
((k+1/2)t)+ c√πsin
((k0+1/2)t),
(4.3.13)
conc∈Carbitrario.
4.4. Operadorresolvente
Seaµ∈Cunvalorregulardelaecuaci´on
(I−µA)φ=f, (4.4.1)
dondeAesunoperadorcompletamentecontinuodeﬁnidosobreunespaciodeHilbert
E.Entonces(4.4.1)tieneunasoluci´onu´nica∀f∈E,demodoqueexisteuna
correspondenciabiun´ıvocaentrelasoluci´onφylainhomogeneidadf.
4.4.OPERADORRESOLVENTE 121
Enesascondicionesexisteelinversode(I−µA),ypodemosexpresarlasoluci´on
de(4.4.1)como
φ=Rµf, dondeRµ=(I−µA)−1:E→E, (4.4.2)
lamadooperadorresolventedeA,est´adeﬁnidosobretodoelespaciodeHilbert
ysurangoesRank(Rµ)=E.
EloperadorRµesevidentementelineal,dadoquelaecuaci´on(4.4.1)eslineal.
Enefecto,si(I−µA)φ1,2=f1,2entonceslasoluci´onde
(I−µA)φ=αf1+βf2 (4.4.3)
est´adadapor
Rµ(αf1+βf2)=φ=αφ1+βφ2=αRµf1+βRµf2. (4.4.4)
MostraremosqueeloperadorRµestambi´enacotado.Paraelosupongamosque
Rµ,ques´oloexisteparavaloresregularesdeµ,seanoacotado.Enesecasoes
posibleseleccionarunasecuenciadevectoresunitarios{fk∈E,k∈N}talesque
lascorrespondientessolucionesde(4.4.1),φk=Rµfk,tengannormas∥φk∥→ ∞
cuandok→∞.
Dadalalinealidaddelaec.(4.4.1),paralosvectoresunitariosek=φk/∥φk∥
tenemos
ek=gk+µAek, (4.4.5)
donde,porconstrucci´on,gk=fk/∥φk∥→0cuandok→∞.
ComoAescompletamentecontinuo,elconjunto{Aek,k∈N}contieneuna
secuenciafundamental.Descartandolosvectoresekcuyasim´agenesnopertenezcan
aesasecuencia,podemossuponerque{Aek,k∈N}esunasecuenciaconvergente
enelespaciodeHilbertE.
Enesascondiciones,lasecuencia{ek,k∈N}esconvergenteenE:existeun
vectornonuloe∈Etalque
e=l´ımk→∞ek, con∥e∥=l´ımk→∞ ∥ek∥=1. (4.4.6)
ComoAescontinuo,
e=l´ımk→∞{gk+µAek}=0+µAe≠0. (4.4.7)
Peroestoindicar´ıaqueµesunvalorsingular,encontradicci´onconlahip´otesisde
laexistenciadeRµ.Porlotanto,Rµesnecesariamenteunoperadoracotado.
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4.5. Construcci´ondeRµenunentornodelorigen
Dadoqueexisteunentornodelorigenenelplanocomplejodelavariableµque
nocontienevaloressingulares,eloperadorresolventeexisteparavaloresde|µ|
suﬁcientementepeque˜nos.Enloquesiguedaremosunaexpresi´onexpl´ıcitaparaRµ
enesaregi´on.
Consideremoseloperador(nolineal)deﬁnidosobreEporlarelaci´on
Bφ=µAφ+f, (4.5.1)
yevaluemosladistanciaentrelasim´agenesdedosvectoresarbitrariosφ,ψ∈E,
∥Bφ−Bψ∥=∥µA(φ−ψ)∥≤|µ|∥A∥∥φ−ψ∥. (4.5.2)
Tomandoµ∈Ctalque
|µ|∥A∥≤θ<1 (4.5.3)
obtenemosque
∥Bφ−Bψ∥≤θ∥φ−ψ∥<∥φ−ψ∥. (4.5.4)
UnoperadorBconestaspropiedadessedicecontractivo.
Mostraremosquetodooperadorcontractivotieneun´unicopuntoﬁjo,esdecir,
un´unicovectorφ∈Equesatisfaceque
Bφ=φ. (4.5.5)
Ennuestrocaso,estevectorcorresponder´aala´unicasoluci´ondelaec.(4.4.1)para
unainhomogeneidadf,
φ=Bφ=µAφ+f. (4.5.6)
Partiendodeunvectorarbitrarioφ0∈E,formemoslasecuencia
φ0,φ1=Bφ0,φ2=Bφ1=B2φ0,...,φk=Bφk−1=Bkφ0,... (4.5.7)
Veremosque´estaesunasecuenciadeCauchy.
Paraelo,primerotomemosladistanciaentredoselementosconsecutivos,
∥φk+1−φk∥=∥Bφk−Bφk−1∥≤θ∥φk−φk−1∥≤
≤θ2∥φk−1−φk−2∥≤···≤θk∥φ1−φ0∥,
(4.5.8)
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dedondesededuceque
∥φk+l−φk∥≤
≤∥φk+l−φk+l−1∥+∥φk+l−1−φk+l−2∥+···+∥φk+1−φk∥≤
≤(θk+l−1+θk+l−2+···+θk)∥φ1−φ0∥=
=θk
(l−1∑
j=0
θj
)
∥φ1−φ0∥< θ
k
1−θ∥φ1−φ0∥.
(4.5.9)
Porlotanto,
l´ımk→∞ ∥φk+l−φk∥=0, ∀l. (4.5.10)
ComoEesunespaciocompleto,existeell´ımitedeestasecuencia,
φ=l´ımk→∞φk. (4.5.11)
YcomoBescontractivo,estevectoresunpuntoﬁjodeB.Enefecto,
∥Bφ−φk+1∥=∥Bφ−Bφk∥≤θ∥φ−φk∥→0 (4.5.12)
cuandok→∞,demodoque,porlaunicidaddell´ımiteenE,tenemos
Bφ=l´ımk→∞φk=φ. (4.5.13)
Paraverqueestepuntoﬁjoes´unico,supongamosqueexisteotrovectorψ∈E
quesatisfaceBψ=ψ.Entonces,si∥φ−ψ∦=0,
∥φ−ψ∥=∥Bφ−Bψ∥≤θ∥φ−ψ∥ ⇒θ≥1, (4.5.14)
encontradicci´onconlaelecci´ondeµ,ec.(4.5.3).Porlotanto,ψ=φ.
Finalmente,se˜nalemosqueestaconstrucci´onnospermiteaproximarlasoluci´on
delaec.(4.4.1)enelsentidodeladistanciaenelespacioE.Enefecto,tomando
ell´ımiteparal→ ∞ enlaecuaci´on(4.5.9)obtenemosparaladistanciaentrela
soluci´onyelk-´esimoelementodelasecuencia(4.5.7)
∥φ−φk∥≤ θ
k
1−θ∥Bφ0−φ0∥. (4.5.15)
Lasoluci´ondelaecuaci´on(4.4.1)correspondealu´nicopuntoﬁjodeloperador
contractivoB,queseobtienecomoell´ımitedelasecuencia(4.5.7)cualquieraque
seaelvectorinicialφ0queseempleeparagenerarla.
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Siseeligeφ0=0,entonces
φ1=f, φ2=µAf+f, ···, φk=
k−1∑
l=0
µlAlf, ···, (4.5.16)
demodoquelasoluci´onde(4.4.1)paraf∈Earbitrariacorrespondeall´ımitedela
serie
φ=
∞∑
k=0
µkAkf=l´ımk→∞
{( k∑
l=0
µlAl
)
f
}
, (4.5.17)
cuyaconvergenciaest´agarantizadapara
|µ|≤ θ∥A∥, con0<θ<1. (4.5.18)
Deestaexpresi´onsurgeque,enunentornodelorigendelplanocomplejoµ,el
operadorresolventedeloperadorcompletamentecontinuoAesell´ımitedeunaserie
deoperadores,
Rµ=
∞∑
k=0
µkAk=l´ımk→∞
k∑
l=0
µlAl, (4.5.19)
seriequeconvergeenelsentidodelanormayquecoincideconeldesarroloformal
de(I−µA)−1enseriedepotenciasdeµ.
Paraveriﬁcarlaconvergenciadeestaseriedebemosconsiderarladistanciaque
mediaentreRµyunasumaparcialenelespacionormadodelosoperadoresacotados.
Paraelo,tengamosencuentaqueparatodovectorunitariof∈Ees
(
Rµ−∑kl=0µlAl
)
f =∥φ−φk+1∥≤
≤ θ
k+1
1−θ∥f∥=
θk+1
1−θ,
(4.5.20)
dondeφeslasoluci´onde(4.4.1)correspondienteaunainhomogeneidadf,φk+1
esla(k+1)-´esimaaproximaci´onaesasoluci´on,ydondehemosempleadolacota
establecidaenlaec.(4.5.15).Entonces,
Rµ−∑kl=0µlAl =
=sup{f∈E ∥f∥=1}
(
Rµ−∑kl=0µlAl
)
f ≤ θ
k+1
1−θ→0
(4.5.21)
cuandok→∞,dadoqueθ<1.
4.6.EXTENSI´ONANAL´ITICADERµ 125
Podemosveriﬁcarquelaserieen(4.5.19)convergeefectivamentealinversode(I−µA)teniendoencuentaque
(I−µA)
(k−1∑
l=0
µlAl
)
=
(k−1∑
l=0
µlAl
)(I−µA)=
=I−µkAk → I
(4.5.22)
cuandok→∞,dadoqueµkAk→O.Enefecto,
∥µkAk∥≤|µ|k∥A∥∥Ak−1∥≤···≤|µ|k∥A∥k≤θk→0 (4.5.23)
cuandok→∞,pues0<θ<1.
4.6. Extensi´onanal´ıticadeRµ
Eloperadorresolventedeunoperadorcompletamentecontinuoexisteencasi
todopuntodelplanocomplejodelavariableµ.Esu´nicamenteparalosvalores
singularesdeµ,queforman(alosumo)unasecuencianumerablequedivergeal
inﬁnito,queRµnoest´adeﬁnido.
EnlaSecci´onanteriorhemosmostradoquelacondici´on|µ|∥A∥≤θ <
1essuﬁcienteparaqueRµpuedarepresentarsecomoell´ımite(enelsentidode
ladistanciaenelespaciodeBanachdelosoperadoresacotados)deunaseriede
potenciasenlavariableµ.Enesascondiciones,sepuededecirqueRµesunafunci´on
anal´ıticadelavariableµ(avaloresoperadores)enunentornodelorigen.
MostraremosqueRµesunafunci´onanal´ıticadeµenunentornodetodovalor
regular.
Seaµ0unvalorregulardeunoperadorcompletamentecontinuoA.Entonces,
Rµ0 =
(I−µ0A)−1existeyesunoperadoracotado.Adem´as,comolosvalores
singularesdeAsonpuntosaislados,existetodounentornodeµ0libredeelos.
Podemosentoncesconsiderareloperadorresolventeenunpuntoµpr´oximode
µ0,
Rµ=(I−µA)−1=(I−µ0A−(µ−µ0)A)−1=
=Rµ0
(I−(µ−µ0)ARµ0
)−1=Rµ0
∞∑
k=0
(µ−µ0)k(ARµ0)k,
(4.6.1)
dondelaserieenelmiembrodeladerechaconvergeenelsentidodelanormadelos
operadorespara
|µ−µ0|∥ARµ0∥≤θ<1. (4.6.2)
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T´engaseencuentaqueARµ0escompletamentecontinuo,dadoqueRµ0esacotado
yAescompacto.Enconsecuencia,valenparaestaserietodaslasconsideraciones
hechasenlaSecci´onanterioracercadelaconvergenciadeldesarrolodeloperador
resolventeenunentornodelorigen.
Porlotanto,Rµexistecomounafunci´onanal´ıticadelavariableµ(quetoma
valoresquesonoperadoressobreE)entodaunaregi´onabiertadelplanocomplejo,
laques´oloexcluyealosvaloressingularesdeA(puntosaisladosquecorresponden
alasinversasdelosautovaloresdeA).
Enparticular,siRµesconocidoenciertaregi´onabiertadelplanocomplejo,
esteoperadorpuedeserprolongadoanal´ıticamentedesdeal´ı,evitandolospuntos
singulares.
Tambi´enpuedeprobarsef´acilmentequeeloperadorresolventetomadoparadis-
tintosvaloresregularesconmuta.
Enefecto,paraλ,µvaloresregularesdeAcompactopodemosescribirque
µRµ−λRλ=µRµ(I−λA)Rλ−Rµ(I−µA)λRλ=
=(µ−λ)RµRλ.
(4.6.3)
Entonces,siλ̸=µ,
RµRλ=µRµ−λRλµ−λ =RλRµ. (4.6.4)
4.7. Resolventedeoperadoresintegrales
ConsideremosunoperadorintegraldeFredholmden´ucleodecuadradosumable,
Aφ(t)=
∫b
a
K(t,s)φ(s)ds, (4.7.1)
con
K2=∥K(t,s)∥2=
∫b
a
∫b
a
|K(t,s)|2dtds<∞. (4.7.2)
DadoqueAescompletamentecontinuo,ysunorma
∥A∥≤K, (4.7.3)
sabemosqueeloperadorresolventeRµesell´ımitedeunaseriedepotenciasenµ
delaforma
Rµ=I+
∞∑
k=1
µkAk, (4.7.4)
convergente(enelsentidodelanormadelosoperadoresacotados)enelc´ırculo
|µ|≤θ/K,con0<θ<1.
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Mostraremosqueenestecasoeloperadorresolventetomalaforma
Rµ=I+Γµ, (4.7.5)
dondeΓµesunoperadorintegraldeFredholmden´ucleodecuadradosumable,que
dependedelpar´ametroµ.
DadoqueRµen(4.7.4)est´aexpresadoent´erminosdepotenciasdeloperadorA,
primerodebemosestudiarlacomposici´ondeoperadoresintegrales.
Paraelo,consideremosunsegundooperadordeFredholm
Bφ(t)=
∫b
a
L(t,s)φ(s)ds, (4.7.6)
con
L2=∥L(t,s)∥2=
∫b
a
∫b
a
|L(t,s)|2dtds<∞. (4.7.7)
Sucomposici´onconAes,pordeﬁnici´on,
ABφ(t)=∫baK(t,s)
{∫b
aL(s,r)φ(r)dr
}
ds=
=∫ba
{∫b
aK(t,s)L(s,r)ds
}
φ(r)dr,
(4.7.8)
dondeelcambioenelordendelasintegralesest´ajustiﬁcadoporelTeoremade
Fubini,dadoquetodaslasfuncionesqueal´ıaparecensondecuadradosumabley
laintegraldobleexiste.
Enconsecuencia,ABestambi´enunoperadorintegralcuyon´ucleoes
M(t,r)=
∫b
a
K(t,s)L(s,r)ds. (4.7.9)
ComoK(t,s)yL(s,r)sonfuncionesdecuadradosumabledelavariables(para
casitodoslosvaloresdetyder),eln´ucleoM(t,r)puedeserinterpretadocomoel
productoescalar
M(t,r)=(K(t,s)∗,L(s,r)). (4.7.10)
Poraplicaci´ondeladesigualdaddeCauchy-Schwarz,estopermiteescribir
|M(t,r)|2≤k(t)2l(r)2, (4.7.11)
donde 

k(t)2=∫ba|K(t,s)|2ds⇒
∫b
ak(t)2dt=K2,
l(r)2=∫ba|L(s,r)|2ds⇒
∫b
al(r)2dr=L2.
(4.7.12)
Porlotanto,M(t,r)∈L2((a,b)×(a,b)),ysunorma
M2=
∫b
a
∫b
a
|M(t,r)|2dtdr≤K2L2 ⇒ M ≤KL. (4.7.13)
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Esteresultadopermiteconcluirquelaspotenciasenteraspositivasdeunopera-
dorintegraldeFredholmden´ucleodecuadradosumablesontambi´enoperadores
integralesdeFredholm,
Akφ(t)=
∫b
a
Kk(t,s)φ(s)ds, (4.7.14)
cuyosn´ucleos,lamadosn´ucleositerados,seobtienenrecursivamentedelarelaci´on
Kk+1(t,s)=
∫b
a
K(t,r)Kk(r,s)dr, K1(t,s)=K(t,s), (4.7.15)
sondecuadradosumable,ysunormasatisface
Kk=∥Kk(t,s)∥≤K ∥Kk−1(t,s)∥≤···≤Kk. (4.7.16)
Enesascondiciones,cadasumaparcialdelaserieenelmiembrodeladerecha
delaec.(4.7.4)correspondeaunoperadorintegraldeFredholm,
Sµ,nf(t)=
n∑
k=1
µkAkf(t)=
∫b
a
Sn(t,s;µ)f(s)ds, (4.7.17)
cuyon´ucleo(decuadradosumable)est´adadoporlasuma
Sn(t,s;µ)=
n∑
k=1
µkKk(t,s)∈L2((a,b)×(a,b)). (4.7.18)
Ahorabien,lasecuenciaformadaporlosn´ucleosSn(t,s;µ)esfundamentalen
L2((a,b)×(a,b)).Enefecto,
∥Sn+m(t,s;µ)−Sn(t,s;µ)∥=
n+m∑
k=n+1
µkKk(t,s) ≤
≤
n+m∑
k=n+1
|µ|k∥Kk(t,s)∥≤
n+m∑
k=n+1
|µ|kKk≤
n+m∑
k=n+1
θk< θ
n+1
1−θ→0
(4.7.19)
cuandon→∞,∀m.
Porlotanto,existeell´ımitedelaserie
Γ(t,s;µ)=
∞∑
k=1
µkKk(t,s)∈L2((a,b)×(a,b)), (4.7.20)
queesadem´asunafunci´onanal´ıticadelavariableµenunentornodelorigen.
Estafunci´ondecuadradosumablepermitedeﬁnirunnuevooperadorintegralde
Fredholm,
Γµf(t):=
∫b
a
Γ(t,s;µ)f(s)ds, (4.7.21)
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queresultaserell´ımitedelaserie
Γµ=
∞∑
k=1
µkAk=l´ımn→∞Sµ,n. (4.7.22)
Enefecto,dadoquetantoΓµcomoSµ,nsonoperadoresintegralesdeFredholm,tam-
bi´enloessudiferencia,Γµ−Sµ,n.Ycomolanormadetalesoperadoresest´aacotada
porlanormadesusn´ucleos,tenemosque
∥Γµ−Sµ,n∥≤∥Γ(t,s;µ)−Sn(t,s;µ)∥ →0 (4.7.23)
cuandon→∞.
Enconsecuencia,lasoluci´ondeunaecuaci´onintegraldelaforma
φ(t)−µ
∫b
a
K(t,s)φ(s)ds=f(t), (4.7.24)
dondeK(t,s)yf(t)sonfuncionesdecuadradosumabledadasyµ∈Csatisface
|µ|K≤θ<1,puedeescribirsecomo
φ(t)=Rµf(t)=f(t)+
∫b
a
Γ(t,s;µ)f(s)ds, (4.7.25)
dondeΓ(t,s;µ)∈L2((a,b)×(a,b))esunafunci´onanal´ıticadeµquecorresponde
all´ımitedelaserieden´ucleositerados,ec.(4.7.20).
Silaserieden´ucleositeradospuedesersumadaaunafunci´onΓ(t,s;µ),holo-
morfaenunc´ırculo|µ|K≤θ<1,´estahadeadmitirunaprolongaci´onanal´ıtica
(quees´unica)atodoelplanocomplejodelavariableµ,laques´olopresentar´asin-
gularidadesaisladasenlosvaloressingularesdeln´ucleoK(t,s).
Ejemplo4.2.Consideremoseln´ucleoK(t,s)=et+s,con0≤t,s≤1.Entonces,
K2=∥et+s∥2=
∫1
0
∫1
0
e2(t+s)dtds=
(e2−1
2
)2
, (4.7.26)
ylosn´ucleositeradosson
K2(t,s)=∫10et+rer+sdr=
(
e2−1
2
)
et+s,
K3(t,s)=∫10et+rK2(r,s)dr=
(
e2−1
2
)2et+s,
..
Kk(t,s)=∫10et+rKk−1(r,s)dr=
(
e2−1
2
)k−1et+s,
..
(4.7.27)
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Porlotanto,para|µ|K=|µ|
(
e2−1
2
)
≤θ<1,tenemos
Γ(t,s;µ)=
∞∑
k=1
µkKk(t,s)=
∞∑
k=1
µk
(e2−1
2
)k−1
et+s= µe
t+s
1−µ(e2−12
). (4.7.28)
Lasumadeestaserieesunafunci´onanal´ıticadeµqueadmiteunaextensi´on
meromorfaalplanocomplejo,laquepresentacomou´nicasingularidadunpolo
simpleenµ= 2e2−1.Deesemodo,eloperadorintegralden´ucleoet+stieneun´unico
valorsingularenesepunto.
EsoseexplicaporelhechodequeesteoperadorintegralaplicatodoL2(0,1)
enelsubespaciounidimensionalgeneradoporlafunci´onψ(t)=et,demodoque
todoautovectorcorrespondienteaunautovalornonulodebeserproporcionalaesa
funci´on,
Aet=
∫1
0
et+sesds=
(e2−1
2
)
et⇒λ=
(e2−1
2
)
. (4.7.29)
Enesascondiciones,siµ≠ 2e2−1laecuaci´onintegral
φ(t)−µ
∫1
0
et+sφ(s)ds=f(t) (4.7.30)
tienesoluci´on´unica∀f(t)∈L2(0,1),laqueest´adadapor
φ(t)=f(t)+ µ1−µ(e2−12
)
∫1
0
et+sf(s)ds=
=f(t)+ µλ(1−µλ)
et
∥et∥2
∫1
0
esf(s)ds.
(4.7.31)
Si,porelcontrario,µ= 2e2−1,entonceslaecuaci´onintegrals´olotienesoluci´onsi
f(t)⊥et,encuyocasonoes´unica,
φ(t)=f(t)+cet, c∈C (4.7.32)
(dondehemostenidoencuentalaspropiedadesdelosn´ucleossim´etricos-verec.
(3.6.12)).Enefecto,
{f(t)+cet}− 2e
t
e2−1
∫1
0
es{f(s)+ces}ds=
=f(t)+cet−cet=f(t).
(4.7.33)
Lacondici´on|µ|K≤θ<1hasidoobtenidacomounacondici´onsuﬁciente
paralaconvergenciadelaserieden´ucleositerados,perohaysituacionesenlasque
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suradiodeconvergenciaesmayor.Yal´ıdondelaserie(4.7.20)converge,elase
sumaaln´ucleoΓ(t,s;µ).
Unejemplodeestasituaci´oncorrespondealcasoenquealg´unn´ucleoiteradose
anuleid´enticamente,Kn+1(t,s)≡0,loquehacequetodoslosquelesiguentambi´en
seannulos,Kk(t,s)≡0,∀k>n.Enesascondiciones,laserieenlaec.(4.7.20)se
reduceaunpolinomiodegradonenµ,
Γ(t,s;µ)=
n∑
k=1
µkKk(t,s), (4.7.34)
queesunafunci´onentera(anal´ıticaentodoelplanocomplejo).Entalcaso,el
operadorintegralden´ucleoK(t,s)notienevaloressingulares(esdecir,eloperador
integralnotieneautovaloresnonulos).
Ejemplo4.3.Esasituaci´onocurre,enparticular,paran´ucleosdegeneradosde
laforma
K(t,s)=
n∑
k=1
pk(t)q∗k(s), conpk(t)⊥ql(t),k,l=1,...,n. (4.7.35)
Enestecaso,K2(t,s)≡0,demodoqueΓ(t,s;µ)=µK(t,s).
Eseeselcasode
K(t,s)=sin(t−2s)=sin(t)cos(2s)−cos(t)sin(2s). (4.7.36)
Evidentemente,
K2(t,s)=
∫π
−π
sin(t−2r)sin(r−2s)dr=0, (4.7.37)
demodoque
Γ(t,s;µ)=µsin(t−2s), ∀µ∈C, (4.7.38)
ylaecuaci´onintegral
φ(t)−µ
∫π
−π
sin(t−2s)φ(s)ds=f(t), (4.7.39)
tienesoluci´on´unica∀f(t)∈L2(a,b),dadapor
φ(t)=f(t)+µ
∫π
−π
sin(t−2s)f(s)ds. (4.7.40)
LaserieparaΓ(t,s;µ)tambi´enconverge∀µ∈Csilasnormasdelosn´ucleos
iteradosest´anacotadasporconstantesdelaforma
∥Kk(t,s)∥≤cM
k
k!. (4.7.41)
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Enestecaso,
n+m∑
k=n+1
µkKk(t,s) ≤
n+m∑
k=n+1
|µ|k∥Kk(t,s)∥≤
≤c
n+m∑
k=n+1
|µ|kMk
k! →0 cuandon→∞,∀m∈N.
(4.7.42)
Entonces,laserieden´ucleositerados
Γ(t,s;µ)=
∞∑
k=1
µkKk(t,s), (4.7.43)
convergeenL2(a,b)paratodocomplejoµ,yunn´ucleoconesaspropiedadesnotiene
valoressingulares.
Esasituaci´onsepresenta,enparticular,enelcasodeoperadoresintegrales
deVolterra2den´ucleoacotado,
Aφ(t)=
∫t
a
K(t,s)φ(s)ds, |K(t,s)|≤M. (4.7.44)
SetratadeuncasoparticulardeoperadoresdeFredholmparaloscualeseln´ucleo
K(t,s)=0paras≥t.
Consideremoselsegundon´ucleoiterado,
K2(t,s)=
∫b
a
K(t,r)K(r,s)dr=


∫t
s
K(t,r)K(r,s)dr, t>s,
0, t≤s,
(4.7.45)
queestambi´enunn´ucleodeVolterraacotado,
|K2(t,s)|≤
∫t
s
|K(t,r)K(r,s)|dr≤M2(t−s)≤M2(b−a). (4.7.46)
Paraeltercern´ucleoiteradotenemos
K3(t,s)=
∫b
a
K(t,r)K2(r,s)dr=


∫t
s
K(t,r)K2(r,s)dr, t>s,
0, t≤s,
(4.7.47)
2VitoVolterra(1860-1940).
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queestambi´enunn´ucleodeVolterraacotadopor
|K3(t,s)|≤
∫t
s
|K(t,r)K2(r,s)|dr≤
≤
∫t
s
M3(r−s)dr≤M3(t−s)
2
2! ≤M
2(b−a)2
2! .
(4.7.48)
Engeneral,tenemos
Kk(t,s)=
∫b
a
K(t,r)Kk−1(r,s)dr=
=


∫t
s
K(t,r)Kk−1(r,s)dr, t>s,
0, t≤s,
(4.7.49)
queestambi´enunn´ucleodeVolterracuyom´oduloest´aacotadopor
|Kk(t,s)|≤
∫t
s
|K(t,r)Kk−1(r,s)|dr≤
≤
∫t
s
Mk(r−s)
k−2
(k−2)!dr≤M
k(t−s)k−1
(k−1)!≤M
k(b−a)k−1
(k−1)!.
(4.7.50)
Enesascondiciones,
∥Kk(t,s)∥≤[M(b−a)]M
k−1(b−a)k−1
(k−1)! , (4.7.51)
ylaresolventeexisteentodoelplanocomplejo.
Elhechodequelosn´ucleositeradosest´enuniformementeacotados(verec.
(4.7.50))hacequelaserieparaΓ(t,s;µ)seauniformementeconvergenteparaa≤
t,s≤byparaµtomandovaloresencualquierregi´onacotadadelplanocomplejo,
|µ|≤Λ,
∞∑
k=1
|µkKk(t,s)|≤
∞∑
k=1
|µ|kMk(b−a)
k−1
(k−1)! ≤(ΛM)e
ΛM(b−a). (4.7.52)
Estoimplica,enparticular,queΓ(t,s;µ)=0parat≤s,demodoqueΓµ=Rµ−I
estambi´enunoperadorintegraldeVolterra.
Porlotanto,laecuaci´onintegral
φ(t)−µ
∫t
a
K(t,s)φ(s)ds=f(t), con|K(t,s)|≤M, (4.7.53)
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tienesoluci´on´unica∀f(t)∈L2(a,b)y∀µ∈C,laqueest´adadapor
φ(t)=f(t)+
∫t
a
Γ(t,s;µ)f(s)ds. (4.7.54)
Ejemplo4.4.Consideremoseln´ucleodeVolterra
K(t,s)=
{
et2−s2, t>s,
0, t≤s, (4.7.55)
dondea≤t,s≤b.Entonces,
K2(t,s)=


∫t
s
et2−r2er2−s2dr=(t−s)et2−s2, t>s,
0, t≤s,
(4.7.56)
K3(t,s)=


∫t
s
et2−r2(r−s)er2−s2dr=(t−s)
2
2! e
t2−s2, t>s,
0, t≤s,
(4.7.57)
yengeneral
Kk(t,s)=


∫t
s
et2−r2(r−s)
k−2
(k−2)!e
r2−s2dr=(t−s)
k−1
(k−1)!e
t2−s2,t>s,
0, t≤s.
(4.7.58)
Enesascondiciones,
Γ(t,s;µ)=
∞∑
k=1
µkKk(t,s)=
=


∞∑
k=1
µk(t−s)
k−1
(k−1)!e
t2−s2=µeµ(t−s)et2−s2, t>s,
0, t≤s,
(4.7.59)
dondelaserieconverge∀µ∈C.
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4.8. M´etododelosdeterminantesdeFredholm
Enelcasogeneral,laseriedelosn´ucleositerados,ec.(4.7.20),tieneunradio
deconvergenciaﬁnito,fueradelcuals´oloesposibleobtenereln´ucleoΓ(t,s;µ)por
prolongaci´onanal´ıticadelasumadelaserieenunentornodelorigen.
Enloquesiguesepresentasindemostraci´onunaf´ormuladebidaaFredholm,que
daunaexpresi´onparaeln´ucleoΓ(t,s;µ)paratodovalorregularµ∈C.Estaf´ormula
fuedemostradaprimeroporFredholmparaelcasoden´ucleosK(t,s)continuosy
acotados3yluegoextendidaalcasoden´ucleosdecuadradosumablearbitrarios4.
Deﬁnamos
C0:=1, B0(t,s):=K(t,s), (4.8.1)
eintroduzcamoslasrelacionesderecurrencia
Cn:=
∫b
a
Bn−1(s,s)ds,
Bn(t,s):=CnK(t,s)−n
∫b
a
K(t,r)Bn−1(r,s)dr.
(4.8.2)
Esf´acilverque
Bn(t,s)=
=
∫b
a
...
∫b
a
K(t,s) K(t,s1) ... K(t,sn)
K(s1,s)K(s1,s1)... K(s1,sn).. .. ... ..
K(sn,s)K(sn,s1)... K(sn,sn)
ds1...dsn,
(4.8.3)
loqueledasunombrealm´etodo.
Conestoscoeﬁcientessedeﬁnenlasseriesdepotencias
D(t,s;µ):=K(t,s)+
∞∑
n=1
(−1)n
n! Bn(t,s)µ
n (4.8.4)
y
D(µ):=1+
∞∑
n=1
(−1)n
n! Cnµ
n, (4.8.5)
queconvergenentodoelplanocomplejodelavariableµ,sum´andosealasfunciones
enterasD(t,s;µ),lamadamenordeFredholm,yD(µ),lamadadeterminante
deFredholm.
3Ver,porejemplo,R.CourantyD.Hilbert,MethodsofMathematicalPhysics.
4Ver,porejemplo,G.Ye.Shilov,MathematicalAnalysis,ylasreferenciasal´ıcitadas.
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Enesascondiciones,loscerosdeD(µ)coincidenconlosvaloressingularesdel
n´ucleoK(t,s),yeln´ucleodeloperadorintegralΓµ=Rµ−Iest´adadoporelcociente
Γ(t,s;µ)=µD(t,s;µ)D(µ) . (4.8.6)
Entonces,paratodovalorregularµ(paraelcualD(µ)̸=0)y∀f(t)∈L2(a,b),
laecuaci´onintegral
φ(t)−µ
∫b
a
K(t,s)φ(s)ds=f(t) (4.8.7)
tieneuna´unicasoluci´onquepuedeserexpresadacomo
φ(t)=f(t)+µ
∫b
a
D(t,s;µ)
D(µ) f(s)ds. (4.8.8)
Ejemplo4.5.Sonrarasaquelassituacionesenlasqueesposiblesumarexpl´ıci-
tamentelasseries(4.8.4)y(4.8.5).Unejemplocorrespondealcasoenqueunode
losn´ucleosBn(t,s)seanulaid´enticamente,loquehacequeesasseriessereduzcan
asumasﬁnitas.
Tomemoseln´ucleodegeneradoK(t,s)=tes,con0≤t,s≤1.Tenemosque
C1=
∫1
0
sesds=1, (4.8.9)
y
B1(t,s)=tes−
∫1
0
terresdr=tes−tes=0, (4.8.10)
demodoqueCn=0yBn(t,s)≡0paran≥2.
Porlotanto, 

D(t,s;µ)=tes,
D(µ)=1−µ,
(4.8.11)
loqueimplicaqueeln´ucleoK(t,s)=testieneunu´nicovalorsingularenµ=1
(Enefecto,portratarsedeunoperadorintegralden´ucleodegeneradoqueproyecta
todoelespacioL2(0,1)enunsubespaciounidimensional,vemosquetodoautovector
correspondienteaunautovalornonuloesproporcionalae(t)=t.Yteniendoen
cuentalaintegralen(4.8.9),concluimosqueelautovalorcorrespondienteesλ=1).
Paraeln´ucleoΓ(t,s;µ)tenemosﬁnalmente
Γ(t,s;µ)=µ te
s
1−µ, paraµ≠1. (4.8.12)
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Cap´ıtulo5
LATRANSFORMACI´ONDEFOURIERENL2(R)
5.1. EspaciosLp
Elconjuntodefunciones
Lp(a,b):=
{
φ(x):
∫b
a
|φ(x)|p<∞
}
, (5.1.1)
parap≥1,constituyeunespacionormado(deBanach)respectodelanorma
∥φ(x)∥p:=
{∫b
a
|φ(x)|p
}1p
, (5.1.2)
queasuvezdeterminaladistancia
ρ(φ,ψ):=∥φ−ψ∥p. (5.1.3)
Desdeluegoqueestasdeﬁnicionesrequierenlaidentiﬁcaci´ondeaquelasfunciones
quecoincidenencasitodopuntoconunmismovectordelespacio.
ElteoremadeRieszyFischerestablecequeLp(a,b)esunespaciocompleto
respectodeesadistancia.
5.2. Transformaci´ondeFourierenL1(R)
Lema5.1.(LemadeRiemann-Lebesgue)Dadaunafunci´onφ∈L1(R),se
deﬁnesutransformadadeFouriercomo
F[φ](σ)=ψ(σ):=
∫∞
−∞
e−iσxφ(x)dx√2π, (5.2.1)
queesunafunci´onacotada,continuayquetiendea0cuando|σ|→∞.
Enefecto:
Paratodoσ∈R,
|ψ(σ)|≤
∫∞
−∞
|φ(x)|dx√2π=
1√2π∥φ∥1, (5.2.2)
demodoquelaintegralen(5.2.1)convergeabsolutayuniformementeenσ.
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Siφn→φenL1(R)(esdecir,si∥φn−φ∥1→0paran→∞),entoncessus
transformadasdeFouriersatisfacen
|ψn(σ)−ψ(σ)|≤ 1√2π∥φn−φ∥1→0 (5.2.3)
paran→ ∞ y∀σ∈R.Enconsecuencia,lasucesi´ondetransformadasde
FourierconvergeuniformementeentodalarectaalatransformadadeFourier
delafunci´onl´ımite.
Seaχ[a,b](x)∈L1(a,b)lafunci´oncaracter´ısticadelintervalo[a,b],
χ[a,b](x)=
{
1,para−∞<a≤x≤b<∞,
0,entodootrocaso. (5.2.4)
SutransformadadeFourieres
ψ(σ)=
∫b
a
e−iσx dx√2π=
i
σ√2π
(e−iσb−e−iσa), (5.2.5)
queescontinuaentodalarectaytiendea0para|σ| → ∞.Lomismo
valeparalatransformadadeFourierdetodafunci´onescalonadadesoporte
compactoenL1(R)(combinaci´onlinealdeunn´umeroﬁnitodefunciones
caracter´ısticas).
Puededemostrarsequeelconjuntodelasfuncionesescalonadasabsoluta-
menteintegrablesenlarectaesdensoenL1(R),demodoquetodafunci´on
φ(x)∈L1(R)esell´ımitedeunasecuenciadefuncionesescalonadas.En
consecuencia,sutransformadadeFourieresell´ımitedeunasecuenciauni-
formementeconvergentedefuncionescontinuasquetiendena0enelinﬁnito.
Porlotanto,latransformadadeFourierdetodafunci´onenL1(R)es
continuaytiendea0paraσ→±∞.
Tambi´enpuededemostrarsequesilatransformadadeFourierψ(σ)deunafun-
ci´onφ(x)∈L1(R)esnulaparatodoσ,ψ(σ)≡0,entoncesφ(x)=0encasitodo
punto.
Estohacequelatransformaci´ondeFourierseaun´ıvoca.Enefecto,siφ1(x),
φ2(x)∈L1(R)tienenlamismatransformadadeFourierψ(σ),entonces,porserF
lineal,φ1(x)=φ2(x)encasitodopunto.
As´ıdeﬁnida,latransformaci´ondeFourieresunaaplicaci´onlinealdeL1(R)enel
espaciodelasfuncionescontinuasqueseanulanenelinﬁnito.Peronotodafunci´on
conesascaracter´ısticaseslatransformadadeFourierdeunafunci´onenL1(R)(es
decir,Fnoessobreyectivaeneseespacio).
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Latransformaci´ondeFourierinversacorrespondea
F−1[ψ](x)=φ(x)=l´ımN→∞
∫N
−N
eiσxψ(σ)dσ√2π, (5.2.6)
deﬁnici´onques´olovalebajociertascondicionesderegularidadsobreφ(x).
Comolaintegralquedeﬁneψ(σ)en(5.2.1)convergeabsolutayuniformemente
enσ,elteoremadeFubinipermiteescribir
φN(x):=
∫N
−N
eiσxψ(σ)dσ√2π=
∫∞
−∞
{∫N
−N
eiσ(x−y)dσ
}
φ(y)dy2π=
=1π
∫∞
−∞
sin(Nt)
t φ(x+t)dt=
=φ(x)+1π
∫∞
−∞
sin(Nt)
t [φ(x+t)−φ(x)]dt,
(5.2.7)
dadoque1
1
π
∫∞
−∞
sin(Nt)
t dt=1. (5.2.9)
La´ultimaintegralen(5.2.7)puedeescribirsecomolasuma(A+B),donde
A=
∫
|t|≤T
sin(Nt)
t [φ(x+t)−φ(x)]dt,
B=
∫
|t|≥T
sin(Nt)
t φ(x+t)dt−φ(x)
∫
|t|≥T
sin(Nt)
t dt.
(5.2.10)
Esevidenteque,paracasitodox∈R,
|B|≤
∫
|t|≥T
sin(Nt)
t φ(x+t)dt+ φ(x)
∫
|t|≥T
sin(Nt)
t dt (5.2.11)
resultatanpeque˜nocomosequieracons´olotomarTsuﬁcientementegrande(da-
doqueambasintegralessonconvergentessobretodalarecta),yeso∀N >N0
arbitrario.
1Enefecto,seaCunacurvaqueseapartadelejerealdemaneradedejarelorigenporarriba,
entonces,
1
π
∫∞
−∞
sin(Nt)
t dt=l´ımδ→0+
(∫−δ
−∞+
∫∞
δ
)
eiNt−e−iNt
2it dt=
=∫Ce
iNt
2itdt−
∫
C
e−iNt
2it dt−il´ımδ→0+
∫0
−πsin
(Nδeiθ)dθ=2πi2i+0+0=π,
(5.2.8)
dondehemoscerradoelcaminodeintegraci´onporelsemiplanosuperiorenlaprimerintegraly
porelinferiorenlasegunda.
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Porsuparte,A→ 0cuandoN→ ∞ si,porejemplo,lafunci´onφ(x)satisface
lacondici´ondeDini2, ∫δ
−δ
|φ(x+t)−φ(x)|
|t| dt<∞, (5.2.12)
paraunδ>03.Estacondici´onessatisfecha,enparticular,porlasfuncionesdife-
renciables(envirtuddelteoremadelvalormedio).
Enesascondiciones,l´ımN→∞φN(x)=φ(x)encasitodopunto.
5.3. SubespaciosdensosenL2(R)
Notodafunci´ondeL2(R)tieneunatransformadadeFourierenelsentidoantes
descrito,yaquenotodafunci´ondeeseespacioesabsolutamenteintegrableenla
recta.Porejemplo,si
φ(x)= 1√1+x2, (5.3.1)
entoncesφ∈L2(R)peroφ/∈L1(R).
Peros´ıesciertoquetodafunci´ondesoportecompactoycuadradosumabletiene
unatransformadadeFourierenelsentidousual.
Enefecto,siφ(x)∈L2(a,b),con−∞<a<b<∞,yφ(x)=0,∀x/∈[a,b],
teniendoencuentaquelafunci´oncaracter´ısticaχ[a,b](x)∈L2(a,b),podemosescribir
que
∥φ∥1=(χ[a,b](x),|φ(x)|)≤∥χ[a,b](x)∥2∥φ(x)∥2=
√b−a∥φ(x)∥2, (5.3.2)
envirtuddeladesigualdaddeCauchy-Schwartz.
2UlisseDini(1845-1918).
3Enefecto,sif(t)essumableenunintervalo[a,b],entonces∫baf(t)sin(Nt)dt→ 0cuando
N→∞.
Parademostrarlo,consideremosprimerolafunci´oncaracter´ısticadeunintervalo[c,d]⊂[a,b],
queesunafunci´onsumable.Tenemosque
∫b
a
χ[c,d](t)sin(Nt)dt=cos(Nd)−cos(Nc)N →0 cuandoN→∞. (5.2.13)
Lomismovaleparacualquierfunci´onescalonadah(t)∈L1(a,b),porserunacombinaci´onlineal
deunn´umeroﬁnitodefuncionescaracter´ısticas.
Finalmente,sif(t)∈L1(a,b),teniendoencuentaqueelconjuntodelasescalonadasesdensoen
L1(a,b),sabemosque∀ε>0existeunafunci´onescalonadah(t)∈L1(a,b)talque∥f(t)−h(t)∥1<
ε/2.Entonces,
∫b
a
f(t)sin(Nt)dt≤
∫b
a
|f(t)−h(t)|dt+
∫b
a
h(t)sin(Nt)dt<ε2+
ε
2=ε (5.2.14)
siNessuﬁcientementegrande.
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Dehecho,lasfuncionesdesoportecompactoycuadradosumableformanun
conjuntodensoenL2(R).Enefecto,dadaφ(x)∈L2(R)deﬁnimos
φN(x):=


φ(x), |x|≤N,
0, |x|>N.
(5.3.3)
Evidentemente,φN(x)∈L2(R),∥φN∥2≤∥φ∥2y∥φN∥2→∥φ∥2cuandoN→∞.
Adem´as,φN→φenL2(R)yaque
∥φN−φ∥22=
∫∞
−∞
|φN(x)−φ(x)|2dx=∥φ∥22−∥φN∥22→0. (5.3.4)
Recordemosqueelespacioformadoporlospolinomiosdetodogradoesun
conjuntodensoenL2(−N,N).
Consideremoslafunci´ondeﬁnidapor
ϕϵ(x):=


e
( −ϵ
N2−x2
)
,|x|<N,
0,|x|≥N,
(5.3.5)
conϵ>0.Estafunci´onesdesoportecompacto(contenidoen[−N,N])ytiene
derivadascontinuasdetodoorden:ϕϵ(x)∈C∞0(R)(espaciolinealdelasfunciones
desoportecompactoenlarectayconderivadascontinuasdetodoorden).Adem´as,
tomavaloresentre0y1(0≤ϕϵ(x)<1)yconvergeuniformementea1cuando
ϵ→0entodointervalocerradodelaforma[−N+δ,N−δ],conδ>0.
SeaP(x)unpolinomioyM = max{|P(x)|}para−N≤x≤N.Llamemos
Pϵ(x)=P(x)ϕϵ(x)∈C∞0(R).LadistanciaentreesasdosfuncionesdeL2(−N,N)es
∥P(x)−Pϵ(x)∥22=∫N−N|P(x)−Pϵ(x)|2dx≤
≤M2
{∫−N+δ
−N 1dx+
∫N−δ
−N+δ|1−ϕϵ(x)|2dx+
∫N
N−δ1dx
}
,
(5.3.6)
quepuedehacersetanpeque˜nacomosequieracons´olotomarδyϵsuﬁcientemente
peque˜nos.
Porlotanto,esposibleencontrarenelespacioC∞0(R)funcionestanpr´oximas
comosequieraaunadadafunci´ondesoportecompactoycuadradosumable.Dado
que´estasformanunconjuntodensoenL2(R),resultaqueC∞0(R)esunsubespacio
densodeL2(R).
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5.4. ElespaciodeSchwartz
ElespaciodeSchwartz4Seselespaciolinealformadoporelconjuntodelas
funcionesconderivadasdetodoordencontinuasydedecrecimientor´apido(esdecir,
queseanulanenelinﬁnitom´asr´apidoquecualquierpotenciadex−1),
φ(x)∈S ⇒


φ(x)∈C∞(R),
xkφ(q)(x)≤Kk,q[φ], ∀k,q.
(5.4.1)
N´oteseque,∀φ∈S,resultade(5.4.1)quexφ(x)∈Syφ′(x)∈S.Entonces,∀k,q,
xkφ(q)(x)∈S.
Evidentemente,C∞0(R)⊂Sy,enconsecuencia,SesdensoenL2(R).
Adem´as,S⊂L1(R),demodoquetodafunci´onenStieneunatransformadade
Fourierenelsentidousual,
F[φ](σ)=ψ(σ)=
∫∞
−∞
e−iσxφ(x)dx√2π, (5.4.2)
queescontinuaytiendea0enelinﬁnito.
Porotraparte,lasfuncionesxkφ(x)∈Sparatodok∈N,demodoquelas
integrales ∫∞
−∞
e−iσx(−ix)kφ(x)dx√2π (5.4.3)
convergenabsolutayuniformementeentodalarectaσ∈R,correspondiendoen
consecuenciaalasderivadask-´esimasdeψ(σ),ψ(k)(σ).Enefecto,tenemospor
ejemploque
xk+2φ(x)≤Kk+2,0⇒ xkφ(x)≤Kk+2,0x2 . (5.4.4)
Peroentoncesψ(k)(σ)eslatransformadadeFourierdeunafunci´onenS,de
donderesultaqueescontinuaytiendea0enelinﬁnito.
Enconsecuencia,ψ(σ)tienederivadasdetodoordencontinuas,ψ(σ)∈C∞(R).
Comolasfunciones(−ix)kφ(x)∈S,podemosintegrarporpartesparaescribir
(iσ)qψ(k)(σ)=
∫∞
−∞
[(−d
dx
)q
e−iσx
]
(−ix)kφ(x)dx√2π=
=
∫∞
−∞
e−iσx
[(d
dx
)q
(−ix)kφ(x)
] dx√2π.
(5.4.5)
4Laurent-Mo¨ıseSchwartz(1915-2002).
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Ycomo[(ddx
)q(−ix)kφ(x)]∈S⊂L1(R),resultaquesutransformadadeFourier
est´aacotada,
σqψ(k)(σ)≤Kq,k[ψ], (5.4.6)
loqueesv´alido∀q,k∈N.Enconsecuencia,lasderivadasdetodoordendeψ(σ)
sonfuncionesdedecrecimientor´apido.
Concluimosentoncesqueatransformaci´ondeFourieresunaaplicaci´ondeSen
esemismoespacio,F:S →S.
ComolasfuncionesenSsondiferenciablesydedecrecimientor´apido,satisfacen
lacondici´ondeDiniyparaelasexisteell´ımitedobleenlaexpresi´onquedeﬁnela
transformadainversa(5.2.6),
F−1[ψ](x)=φ(x)=
∫∞
−∞
eiσxψ(σ)dσ√2π. (5.4.7)
Laecuaci´onanteriors´olodiﬁeredeladeﬁnici´ondelatransformaci´ondirectaenel
signodelargumentodelaexponencial.Enconsecuencia,similaresconclusionesse
obtienenrespectodelatransformaci´oninversa,quetambi´enest´adeﬁnidasobretodo
S.
Finalmente,seanφ1(x),φ2(x)∈S⊂L2(R).Suproductoescalares
(φ1(x),φ2(x))=
∫∞
−∞
φ1(x)∗
{∫∞
−∞
eiσxψ2(σ)dσ√2π
}
dx=
=
∫∞
−∞
{∫∞
−∞
e−iσxφ1(x)dx√2π
}∗
ψ2(σ)dσ=(ψ1(σ),ψ2(σ)),
(5.4.8)
dondeelcambioenelordendeintegraci´onest´ajustiﬁcadoporelteoremadeFubini,
puestoquelaintegraldobleconvergeabsolutamenteyaqueambasfuncionesest´an
enS⊂L1(R).
Enconsecuencia,latransformaci´ondeFouriersobreSpreservalosproductos
escalares.Enparticular,tomandoambasfuncionesigualesenlaecuaci´onanterior,
setieneque∀φ(x)∈S
∥φ(x)∥2=∥ψ(σ)∥2, (5.4.9)
esdecir,latransformaci´ondeFouriersobreSpreservalanorma∥.∥2.
PuestoqueFesunoperadoracotadosobreS,resultacontinuo.Enefecto,si
φN→φenL2(R),conφN,φ∈S,entoncessustransformadasdeFouriersatisfacen
∥ψN−ψ∥2=∥φN−φ∥2→0,paraN→∞. (5.4.10)
Enesascondiciones,laimagendelarestricci´ondeFalespaciodeSchwartzes
Rank(F|S)=S.Enefecto,∀ψ∈S,F−1[ψ]=φ∈S,conF[φ]=ψ.
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Porotraparte,supongamosqueφ1(x),φ2(x)∈Stienenlamismatransformada
deFourier,F[φ1](σ)=F[φ2](σ).Comolatransformaci´oneslineal,envirtudde
(5.4.9)tenemos
F[φ1−φ2](σ)≡0 ⇒ ∥φ1−φ2∥2=0 ⇒ φ1(x)≡φ2(x). (5.4.11)
Enconsecuencia,Fesunaaplicaci´onbiun´ıvocadeSenS,cuyainversaesla
transformaci´oninversa(5.4.7).
Deesemodo,larestricci´ondeFalespaciodeSchwartzesunoperadorunitario.
Enefecto,∀φ1,φ2∈Stenemosque
(φ1,φ2)=(Fφ1,Fφ2)=(φ1,F†Fφ2) ⇒ F†FS=I, (5.4.12)
mientrasque∀ψ,φ∈Sresultaque
(ψ,Fφ)=(F†ψ,φ)=(FF†ψ,Fφ) ⇒ FF†S=I. (5.4.13)
AunqueFnoescompletamentecontinuo5,tieneunconjuntocompletodeauto-
funcionesenS.Estoesas´ıporquetienelosmismosautovectoresqueeloperadorde
Sturm-LiouvilenosingulardeﬁnidosobreS(densoenL2(R))como
Lφ(x):=
{
−d
2
dx2+x
2
}
φ(x). (5.4.15)
LosautovectoresdeLsonlasfuncionesdeHermite,
φn(x)=Hn(x)e−x
2
2,
Hn(x)=(−1)nex2(ddx
)ne−x2,
(5.4.16)
queformanunsistemaortogonalycompleto(verEjemplosenlaSecci´on5.6),y
satisfacenlaecuaci´on
Lφn(x)=−φ′n(x)+x2φn(x)=(2n+1)φn(x), (5.4.17)
dondelosautovalores(2n+1),conn=0,1,2,...,sonnodegenerados.
5Enefecto,supongamosque{φk,k∈N}esunasecuenciadevectoresortonormalescontenida
enS.Entonces,de5.4.9resultaque
∥ψn−ψm∥22=∥φn−φm∥22=2, paran≠m, (5.4.14)
de modoqueelconjuntodesustransformadasdeFourier,{ψk,k∈N},nocontieneninguna
secuenciafundamental.
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Enefecto,aplicandoFaambosmiembrosdelaecuaci´onanterior,ytenien-
doencuentaqueintegrandoporpartesresultaqueF[φ(2)(x)](σ)=−σ2ψ(σ)y
F[x2φ(x)](σ)=−ψ(2)(σ),tenemos
σ2ψn(σ)−ψ′n(σ)=(2n+1)ψn(σ). (5.4.18)
EstosigniﬁcaqueFdejainvarianteslossubespacioscaracter´ısticosdeloperador
L.Ycomoe´stossonunidimensionales,resultaqueφn(x)esunautovectordeF,
F[φn(x)](σ)=µnφn(σ).
Porotraparte,comoF2[φ(x)]=φ(−x),setienequeF4=I.Enconsecuencia,
losautovaloresdeFsonra´ıcescuartasdelaunidad,µ4n=1(estrictamente6,µn=
(−i)n).
5.5. TeoremadePlancherel
Consideremosprimerounafunci´onφ(x)∈L2(R)desoportecompactocontenido
en[a,b].Comoφ(x)∈L1(R),tieneunatransformadadeFourierenelsentidousual,
queesunafunci´oncontinuayquetiendea0cuando|σ|→∞.
Lafunci´onφ(x)puedeseraproximada(enmedia)porunasecuenciadefunciones
φn(x)∈C∞0(R),consoportetambi´encontenidoenelintervalo[a,b]:
φn→φenL2(a,b),conφn(x)=0parax/∈(a,b). (5.5.1)
Enesascondiciones,φn→φenL1(a,b),puestoque
∥φn−φ∥1≤
√b−a∥φn−φ∥2→0paran→∞. (5.5.2)
Porlotanto,(comoesasfuncionessonnulasfueradelintervalo[a,b])setiene
queφn→ φenL1(R)y,enconsecuencia,sustransformadasdeFourierconvergen
uniformementeentodalarectaalatransformadadell´ımite:
ψn(σ)→ψ(σ)=F[φ](σ),uniformementeenR. (5.5.3)
Estogarantizatambi´enlaconvergenciaenmediadeψn(σ)→ψ(σ)entodocompacto
sobrelarectaσ.
6Enefecto,
F[φn(x)](σ)= 1√2π
∫∞
−∞e−iσxe−x
2
2(−1)nex2
[(d
dx
)ne−x2
]
dx=
= 1√2π
∫∞
−∞
[(d
dx
)nex22−iσx
]
e−x2dx=eσ
2
2√2π
∫∞
−∞
[(d
dx
)ne12(x−iσ)2
]
e−x2dx=
=eσ
2
2√2π
(iddσ
)n∫∞
−∞e12(x−iσ)
2e−x2dx=(−i)ne−σ22
[
eσ2(−ddσ
)ne−σ2
]
=(−i)nφn(σ).
(5.4.19)
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Porotraparte,comoφn(x)∈C∞0(R)⊂S,entoncesψn(σ)∈Sysecumpleque
∀n,mes
∥ψn∥2=∥φn∥2 y ∥ψn−ψm∥2=∥φn−φm∥2. (5.5.4)
Enconsecuencia,lastransformadas{ψn}tambi´enformanunasecuenciafundamen-
talenL2(R).Comoesteespacioescompleto,existeunafunci´onψ(σ)∈L2(R)que
esell´ımitedeesasecuencia,ψ=l´ımn→∞ψn,yque(porlacontinuidaddelanorma)
satisface
∥ψ∥2=l´ımn→∞∥ψn∥2=l´ımn→∞∥φn∥2=∥φ∥2. (5.5.5)
Ahorabien,comolaconvergenciaenmediaentodalarectaimplicaconvergencia
enmediaentodocompacto,ycomoell´ımiteenmediaesu´nico,lafunci´onψ(σ)
debecoincidirentodocompacto(salvomedidanula)conlatransformadadeFourier
deφ(x)comofunci´ondeL1(R),ψ(σ),queesunafunci´oncontinuaquetiendea0en
elinﬁnito.Porotraparte,comoψ(σ)esdecuadradosumable,tambi´endebetender
a0enelinﬁnito,porloqueψ(σ)yψ(σ)coincidenentodalarecta.
Enresumen,siφ(x)∈L2(R)esdesoportecompacto,sutransformadadeFourier
comofunci´ondeL1(R)(continuayquetiendea0cuando|σ|→∞)esunafunci´on
decuadradosumableentodalarecta,F[φ](σ)=ψ(σ)∈L2(R),cuyanormaes
∥ψ∥2=∥φ∥2.
Consideremosahoraelcasodeunafunci´onarbitrariaφ(x)∈L2(R).Elapuede
serrepresentadacomoell´ımite(enmedia)deunasecuenciaconvergentedefunciones
desoportecompactoφN(x),comolasdeﬁnidasen(5.3.3).
Porelresultadoanterior,sustransformadasdeFourierF[φN]=ψN∈L2(R),y
susnormassontalesque∥ψN∥2=∥φN∥2.Porotraparte,elasformanunasecuencia
fundamentalenL2(R),dadoque
∥ψN+M −ψN∥2=∥φN+M −φN∥2→0,paraN→∞,∀M, (5.5.6)
comoconsecuenciadelalinealidaddeFydequeladiferencia(φN+M −φN)esde
soportecompacto.
Enesascondiciones,existeunafunci´onψ(σ)∈L2(R)queesell´ımitedeesa
secuencia,
ψ(σ):=l´ımN→∞ψN(σ)=l´ımN→∞
∫N
−N
e−iσxφ(x)dx√2π, (5.5.7)
alaquesedeﬁnecomolatransformadadeFourierdeφ∈L2(R).Porlacontinuidad
delanorma,tambi´ensecumpleque
∥ψ∥2=l´ımN→∞∥ψN∥2=l´ımN→∞∥φN∥2=∥φ∥2. (5.5.8)
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Siadem´aslafunci´onφ(x)∈L1(R),elatieneunatransformadadeFourieren
elsentidousual,ψ˜(σ),queescontinuaytiendea0enelinﬁnito.Porconstrucci´on
(verecuaci´on(5.3.3)),φN(x)∈L1(R)∀N,sunorma∥φN∥1→∥φ∥1,ysetieneque
∥φN−φ∥1=
∫∞
−∞
|φN(x)−φ(x)|dx=∥φ∥1−∥φN∥1→0. (5.5.9)
Entonces,φN → φenL1(R)y,porlotanto,sustransformadasconvergenuni-
formementeentodalarectaalatransformadadell´ımite,ψN(σ)→ ψ˜(σ).Peroese
l´ımiteuniformecoincideconell´ımiteenmedia,ψ(σ),entodocompactosobreR,
resultando´esteunafunci´oncontinua.Ycomotantoψ(σ)comoψ˜(σ)tiendenacero
para|σ|→∞,ambascoincidencomoelementosdeL2(R).
Enresumen,hemosdemostradoelsiguiente
Teorema5.1.(dePlancherel)7Siφ(x)∈L2(R),existeenL2(R)ell´ımite
F[φ(x)](σ):=ψ(σ)=l´ımN→∞
∫N
−N
e−iσxφ(x)dx√2π (5.5.10)
que,pordeﬁnici´on,eslatransformadadeFourierdeφ(x).As´ıdeﬁnido,F:L2(R)→
L2(R)esunoperadoracotadoquepreservalanorma,∥ψ∥2=∥φ∥2.
Siadem´asφ(x)∈L1(R),entoncesexisteell´ımitedobleenlaintegraldelsegundo
miembrode(5.5.10),quenaturalmentecoincideconladeﬁnici´ondelatrasformada
deFourierenL1(R).
Unrazonamientosimilaralqueconducealaecuaci´on(5.4.11)muestraqueesta
aplicaci´onesun´ıvoca.Enefecto,supongamosqueφ1(x),φ2(x)∈L2(R)tienenla
mismatransformadadeFourier,entonces
F[φ1−φ2](σ)=0,a.e. ⇒ ∥φ1−φ2∥2=0 ⇒ φ1(x)=φ2(x),a.e.(5.5.11)
Consideremosunpardefuncionesφ1(x),φ2(x)∈L2(R).Entonces,∀α∈Cse
tiene
∥φ1+αφ2∥22=∥ψ1+αψ2∥22 ⇒
⇒(φ1,φ2)=(Fφ1,Fφ2)=(φ1,F†Fφ2).
(5.5.12)
Enconsecuencia,F†F=I,dondeeloperadoradjuntoF†est´adeﬁnidoentodo
L2(R)(porserFacotado).
Porotraparte,elrangodeFestodoelespaciodeHilbert,Rank(F)=L2(R).
Enefecto,dadaunafunci´onarbitrariaψ(σ)∈L2(R),elapuedeserrepresenta-
dacomoψ(σ)=l´ımn→∞ψn(σ),conψn∈S,∀n.Teniendoencuentaque(por
7MichelPlancherel(1885-1967).
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(5.4.9))lasecuenciaφn=F−1[ψn]∈Sesfundamental,vemosqueexisteφ(x)=
l´ımn→∞φn(x)∈L2(R).
Ahorabien,estafunci´onφ(x)tieneunatransformadadeFourierquesatisface
∥F[φ]−ψn∥2=∥φ−φn∥2→0 (5.5.13)
cuandon→∞,demodoque
F[φ]=l´ımn→∞ψn=ψ. (5.5.14)
Porlotanto,ψ∈Rank(F).
Enesascondiciones,paratodopardefuncionesψ1(x),ψ2(x)∈L2(R)tenemos
(ψ1,FF†ψ2)=(Fφ1,FF†Fφ2)=(Fφ1,Fφ2)=(ψ1,ψ2) (5.5.15)
y,enconsecuencia,FF†=I.
Enconclusi´on,existelainversadeF,operadorqueest´adeﬁnidosobretodo
L2(R)ycoincideconeloperadoradjunto,F−1=F†.
5.6. SistemascompletosenL2(R)
Teorema5.2.Seaφ0(x)∈L2(a,b),con−∞≤a<b≤ ∞,talqueφ0(x)̸=0
a.e.y
|φ0(x)|≤Ke−A|x|,∀x, (5.6.1)
conA>0.Entonces,elsistemadefunciones
φn(x)=xnφ0(x),n=0,1,2,... (5.6.2)
escompletoenL2(a,b).
Paraverqueestoesas´ıtengamosencuentaque,paraτ∈R,de(5.6.1)resulta
|xneτxφ0(x)|≤K|x|ne−(A−|τ|)|x|, (5.6.3)
demodoquelafunci´on
xneτxφ0(x)∈L2(a,b),∀τ:|τ|<A. (5.6.4)
Entonces,∀f∈L2(a,b),lafunci´on
h(x):=f(x)∗eτxφ0(x)∈L1(R),∀τ:|τ|<A, (5.6.5)
dondef(x)yφ0(x)sonentendidascomonulasfueradelintervalo[a,b],encasode
que´estefueseacotado.
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LatransformadadeFourierdeh(x)esunafunci´oncontinuadelavariablecom-
plejas=σ+iτenlafranja|ℑ(s)|=|τ|≤τ0<A,
g(s)=g(σ+iτ)= 1√2π
∫∞
−∞
e−i(σ+iτ)xf(x)∗φ0(x)dx, (5.6.6)
lomismoquesusderivadasdetodoorden,lasqueest´andadaspor
g(n)(s)= 1√2π
∫∞
−∞
e−isx(−ix)nf(x)∗φ0(x)dx (5.6.7)
dadoque,envirtudde(5.6.3),esasintegralesconvergenabsolutayuniformemente
endicharegi´ondelplanocomplejos:
∫∞
−∞
|f(x)||eτxxnφ0(x)|dx≤K
∫∞
−∞
|f(x)||xn|e−(A−τ0)|x|dx<∞. (5.6.8)
Enconsecuencia,g(s)esunafunci´onanal´ıticadelavariablesenlaregi´on
|ℑ(s)|≤τ0<A,conτ0>0.
Supongamosahoraquef(x)⊥φn(x),∀n≥0.Entonces,de(5.6.6)y(5.6.7)
resultaqueg(n)(0)=0,∀n≥0⇒ quelafunci´onanal´ıticag(s)≡0.
Enparticular,
g(σ)= 1√2π
∫∞
−∞
e−iσxf(x)∗φ0(x)dx≡0⇒f(x)∗φ0(x)=0,a.e. (5.6.9)
Ycomo,porhip´otesis,φ0(x)̸=0,a.e.⇒f(x)=0,a.e.
Estomuestraqueelsistemaφn(x),n=0,1,2,...escompletoenL2(a,b).
Ejemplo5.1.Lasfuncionesφn(x)=xne−x/2,n=0,1,2,...,formanunsistema
completoenL2(R+).Porortogonalizaci´onseobtienenlasfuncionesdeLaguerre8,
Ln(x)e−x/2/n!,con
Ln(x)=1n!e
xdn
dxn
(xne−x)=
n∑
m=0
(−1)m
(
n
n−m
)
xm
m!. (5.6.10)
Ejemplo5.2.Similarmente,lasfuncionesφn(x)=xne−x2/2,n=0,1,2,...,
formanunsistemacompletoenL2(R).Porortogonalizaci´onseobtienenlasfunciones
deHermitedelaecuaci´on(5.4.16).
8EdmondNicolasLaguerre(1834-1886).
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Cap´ıtulo6
OPERADORESNOACOTADOS
6.1. Extensionesdeoperadoreslineales
SeaAunoperadorlinealacotadodeﬁnidosobreundominioD(A)deunespacio
deHilbertH,yseau∈D(A).Elvectorusiemprepuedeserrepresentadocomoel
l´ımitedeunasecuenciafundamental{un}contenidaenD(A).YcomoAesacotado1,
tenemos
∥Aun−Aum∥=∥A(un−um)∥≤∥A∥∥un−um∥→0 (6.1.2)
paran,m→∞.Esdecir,{Aun}estambi´enunasecuenciafundamental.
Entonces,comoHescompleto,existeunvectorv∈Htalque
v=l´ımn→∞Aun. (6.1.3)
Estel´ımiteesindependientedelasecuenciaconvergenteauconsiderada.Enefecto,
si{un}y{u′n}⊂D(A)soncoterminales,entonces
∥Aun−Au′n∥=∥A(un−u′n)∥≤∥A∥∥un−u′n∥→0 (6.1.4)
paran→∞.
Enesascondiciones,sepuedeextenderdemanera´unicaladeﬁnici´ondelopera-
doracotadoAatodoD(A),introduciendounoperadorAdemodoque∀u∈D(A)
Au:=v=l´ımn→∞Aun, (6.1.5)
donde{un}⊂D(A)yu=l´ımn→∞un.As´ıdeﬁnido,esteoperadoreslinealyacotado.
Enefecto,sidossecuenciasenD(A)tienenporl´ımiteau=l´ımunyu′=l´ımu′n
respectivamente,entonces
A(αu+βu′)=l´ımA(αun+βu′n)=αl´ımAun+βl´ımAu′n=αAu+βAu′.(6.1.6)
Encuantoasunorma,tenemosporunladoque
A =Sup{u∈D(A),∥u∥=1}Au ≥Sup{u∈D(A),∥u∥=1} Au =∥A∥. (6.1.7)
1RecordemosquelanormadeAes,pordeﬁnici´on,
∥A∥=Sup{u∈D(A),∥u∥=1}∥Au∥. (6.1.1)
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Porotraparte,porlacontinuidaddelanorma,paracualquiersecuenciaenD(A)
convergenteaunvectorunitarioutenemos
∥Aun∥≤∥A∥∥un∥⇒ Au ≤∥A∥∥u∥=∥A∥, (6.1.8)
loqueimplicaqueA ≤∥A∥.Endeﬁnitiva,A =∥A∥.
Enparticular,unoperadorlinealacotadoA,deﬁnidosobreundominioD(A)
densoenunespaciodeHilbertH,tieneuna´unicaextensi´onlinealyacotadasobre
todoH,denominadasuclausuraydenotadaporA,cuyanormaesiguala∥A∥.
PerosiTesunoperadornoacotadodeﬁnidoenundominioD(T)y{un}esuna
secuenciafundamentalenD(T),lasecuencia{Tun}noser´a,engeneral,convergente
enH.Inclusosi,paradossecuenciascoterminales{un}y{u′n}⊂D(T),sucedeque
{Tun}y{Tu′n}sonfundamentales,engeneral,elasnoser´ancoterminales.
Supongamosqueparau̸ ∈D(T)ocurrequeparatodasecuencia{un}convergente
auycontenidaeneldominiodeT,lasecuencia{Tun}tieneunl´ımiteﬁjo,
l´ımn→∞Tun=v∈H, ∀{un}∈D(T)|l´ımn→∞un=u. (6.1.9)
Enesascondiciones,sepuedeextenderladeﬁnici´ondeTincorporandoalpuntou
demodoque
Tu:=l´ımn→∞Tun=v. (6.1.10)
Siparatodasecuenciafundamental{un}⊂D(T)talque{Tun}estambi´ende
Cauchysecumpleque
l´ımn→∞un=u∈D(T), y l´ımn→∞Tun=Tu, (6.1.11)
entoncesTsedicecerrado.
DadounespaciodeHilbertH,lasumadirectaH⊕Hestambi´enunespaciode
Hilbertrespectodelproductoescalardeﬁnidoacontinuaci´on.Dadoslosvectores
(
φ1
ψ1
)
,
(
φ2
ψ2
)
∈H⊕H, (6.1.12)
conφ1,φ2,ψ1,ψ2∈H,lasoperacioneslinealesest´andeﬁnidascomo(
φ1
ψ1
)
+
(
φ2
ψ2
)
=
(
φ1+φ2
ψ1+ψ2
)
,
λ
(
φ1
ψ1
)
=
(
λφ1
λψ1
)
,
(6.1.13)
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yelproductoescalarest´adadopor((
φ1
ψ1
)
,
(
φ2
ψ2
))
H⊕H
=(φ1,φ2)H+(ψ1,ψ2)H. (6.1.14)
Evidentemente,lasecuencia
{(
φn
ψn
)
,n∈N
}
esfundamentalenH⊕Hsiys´olo
silassecuencias{φn,n∈N}y{ψn,n∈N}sonfundamentalesenH.
Lagr´aﬁcadeunoperadorlinealTeselconjuntodevectoresdeH⊕Hdela
forma
Γ(T):=
{(
φ
Tφ
)
,φ∈D(T)
}
. (6.1.15)
DadalalinealidaddeT,Γ(T)esunsubespaciolinealdeH⊕HsieldominioD(T)
esunsubespaciodeH.Siadem´asTescerrado,entoncesΓ(T)esunsubespacio
cerrado2.
SeaT1unoperadorlinealdeﬁnidosobreundominioD(T1)⊂H.SiΓ(T)⊂Γ(T1)
sedicequeT1esunaextensi´ondeTenH,loquesedenotaporT⊂T1.
Dichodeotromodo,
T⊂T1⇔


D(T)⊂D(T1),
T1φ=Tφ,∀φ∈D(T).
(6.1.17)
Ejemplo6.1.SeaD(T)=C∞0(R),conTφ(x)=−iφ′(x),yseaD(T1)=C10(R),
conT1φ(x)=−iφ′(x).Enesascondiciones,T⊂T1.
UnoperadorTsediceclausurablesitieneunaextensi´oncerrada.
SiT1esunaextensi´oncerradadeT,entoncesΓ(T)⊂Γ(T1),queesunconjunto
cerradodeH⊕H.Enesascondiciones,laclausuradelagr´aﬁcadeTtambi´en
est´acontenidaenladeT1,Γ(T)⊂Γ(T1),y,porlotanto,correspondealagr´aﬁca
deunoperador.T´engaseencuentaquesi
(
0
ψ
)
∈Γ(T),entoncesψ=0,puesto
2N´otesequelaclausuraenH⊕Hdelagr´aﬁcadeT,Γ(T),nocorrespondeengeneralala
gr´aﬁcadeunoperador.Unacondici´onnecesariaparaqueΓ(T)sealagr´aﬁcadeunoperadores
quesi ( φ
ψ1
)
,
( φ
ψ2
)
∈Γ(T)⇒ψ1=ψ2, (6.1.16)
loqueengeneralnosecumple.
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que
(
0
0
)
eselu´nicopardeesaformacontenidoenΓ(T1).Estosigniﬁcaque,en
estecaso,si
(
φ
ψ
)
∈Γ(T),entoncesψest´aun´ıvocamentedeterminado.
SiTesclausurable,sedeﬁnesuclausuraTcomoeloperadorcuyagr´aﬁcaes
Γ(T)=Γ(T).Sudominioes
D(T)=
{
φ|
(
φ
ψ
)
∈Γ(T),conψ∈H
}
, (6.1.18)
ysuacci´oncorrespondeaTφ=ψ,dondeψesel´unicovectordeHtalque
(
φ
ψ
)
∈
Γ(T).
Porsudeﬁnici´on,Tescerrado,constituyendounaextensi´oncerradadeT.Por
otraparte,T⊂T1,dondeT1escualquierextensi´oncerradadeT.Porlotanto,
todooperadorclausurabletieneunaextensi´oncerradam´ınima,quecorrespondea
suclausuraT.
6.2. Espectro-Resolvente
SeaTunoperadorlinealcerradocondominioD(T)densoenunespaciode
HilbertH.Eloperador(T−λI)est´adeﬁnidosobreD(T)ysurangoescierto
subespaciodeH,
(T−λI):D(T)→Rank(T−λI)⊂H. (6.2.1)
UncomplejoλpertenecealconjuntoresolventedeT,ρ(T),siRank(T−λI)
esdensoenHy(T−λI)esunabiyecci´onconinversaacotada.
Siλ∈ρ(T)⇒ existeeloperadoracotadoRλ(T):=(T−λI)−1,lamadoresol-
ventedeT.
Elconjuntoresolventeρ(T)esunsubconjuntoabiertodelplanocomplejoC,
sobreelcualRλ(T)esunafunci´onanal´ıticadeλcuyosvaloressonoperadores
acotadosqueconmutanentres´ıysatisfacen
Rλ(T)−Rµ(T)=(λ−µ)Rλ(T)Rµ(T),∀λ,µ∈ρ(T) (6.2.2)
(propiedadesid´enticasalasdelaresolventedeoperadoresacotados).
SedeﬁneelespectrodeTcomoelcomplementodelconjuntoresolventeenlos
complejos,
σ(T):=C\ρ(T)={λ∈C|λ̸ ∈ρ(T)}. (6.2.3)
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SiλesunautovalordeT,entonces
∃u∈D(T)|Tu=λu⇒(T−λI)u=0, (6.2.4)
conu≠0.Porlotanto,(T−λI)noesunabiyecci´on⇒ λ ∉ρ(T).Elconjuntode
losautovaloresdeTconstituyeelespectropuntualdeT,σp(T)⊂σ(T).
SiλnoesunautovalordeTyRank(T−λI)noesdensoenH ⇒λ̸ ∈ρ(T).En
esecasosedicequeλpertenecealespectroresidualdeT,σr(T)⊂σ(T).
Finalmente,uncomplejoλpertenecealespectrocontinuodeT,σc(T)⊂σ(T),
si(T−λI)tieneunainversanoacotadacondominioRank(T−λI)densoenH.
Deesemodo,podemosexpresaralespectrodeunoperadorcomolauni´onde
tresconjuntosdisjuntos,
σ(T)=σp(T)∪σr(T)∪σc(T). (6.2.5)
6.3. Eloperadoradjunto
SeaTunoperadorlinealdeﬁnidosobreundominioD(T)densoenH.SeaD(T†)
elconjuntodelosvectoresψ∈Hparaloscuales(ψ,Tφ)esunafuncionallineal
ycontinua3deφ∈D(T)(respectodeladistanciaenH).Entonces,envirtuddel
TeoremadeRiesz(VerTeorema3.1),paracadaψ∈D(T†)existeunvectorχ∈H
talquedichafuncionalcorrespondealproductoescalar
(ψ,Tφ)=(χ,φ), ∀φ∈D(T). (6.3.2)
PuestoqueD(T)esdensoenH,χest´aun´ıvocamentedeterminadoporψ.En
efecto,si(χ1−χ2,φ)=0,∀φ∈D(T),⇒χ1−χ2=0.
Entonces,laacci´ondeloperadoradjuntoT†sobreψ∈D(T†)sedeﬁnepor
T†ψ:=χ. (6.3.3)
Dadoqueunafuncionallinealescontinuasiys´olosielaesacotada,para
ψ∈D(T†)esnecesarioque
|(ψ,Tφ)|≤K∥φ∥, ∀φ∈D(T). (6.3.4)
Ahorabien,siTesacotado,ladesigualdaddeCauchy-Schwarzimplicaque
|(ψ,Tφ)|≤∥ψ∥∥Tφ∥≤∥ψ∥∥T∥∥φ∥, ∀ψ∈H, (6.3.5)
3O,equivalentemente,unafuncionallinealyacotada,esdecir,talque
|(ψ,Tφ)|≤K∥φ∥,∀φ∈D(T), (6.3.1)
paraciertaconstanteﬁjaK≥0(VerTeorema1.11enpag.45).
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demodoqueeladjuntodeunoperadoracotadoest´adeﬁnidoentodoelespaciode
Hilbert,D(T†)=H.
Porelcontrario,eladjuntodeunoperadornoacotadopuedeinclusonoestar
densamentedeﬁnido,comolomuestraelsiguienteejemplo.
Ejemplo6.2.-Seaf(x)̸ ∈L2(R),unafunci´ondecuadradosumableentodo
compactoenR(esdecir,f(x)∈L(loc)2 (R))yquetiendaa0enelinﬁnito,ysea
D(T)=C∞0(R)(densoenL2(R))eldominiodeunoperadorTdeﬁnidopor
Tφ(x):=φ0(x)
∫∞
−∞
f(y)∗φ(y)dy, (6.3.6)
dondeφ0(x)∈L2(R)esunvectorﬁjoylaintegralenelsegundomiembroconverge
porserφ(x)acotadaydesoportecompacto.Entonces,siψ(x)∈D(T†),existe
χ(x)∈L2(R)talque
(ψ,Tφ)=(ψ,φ0)
∫∞
−∞
f(y)∗φ(y)dy=(χ,φ),∀φ∈C∞0(R). (6.3.7)
Peroesorequiereque(ψ,φ0)∗f(x)=χ(x)a.e.entodocompactoenlarecta.Ycomo
tantoχ(x)(∈L2(R))comof(x)(porhip´otesis)tiendena0enelinﬁnito,vemosque
debeser(ψ,φ0)∗f(x)=χ(x)∈L2(R),loques´oloesposiblesi(ψ,φ0)=0y
χ(x)=0(x).Porlotanto,D(T†)={ψ∈L2(R)|ψ⊥φ0}(quenoesunsubespacio
denso)yT†ψ=0,∀ψ∈D(T†).
Lema6.1.SiS⊂T⇒T†⊂S†.
Enefecto,siS⊂T⇒D(S)⊂D(T),y∀φ∈D(S),Sφ=Tφ.Seaψ∈D(T†).
Entonces∃χ∈Htalque
(ψ,Tφ)=(χ,φ),∀φ∈D(T)⇒
⇒(ψ,Sφ)=(χ,φ),∀φ∈D(S)⇒ψ∈D(S†).
(6.3.8)
Porlotanto,D(T†)⊂D(S†),y∀ψ∈D(T†)esT†ψ=S†ψ.Esdecir,T†⊂S†.
SiD(T†)esdensoenH,sepuededeﬁnirsuadjunto,(T†)†=T††.
Teorema6.1.SeaTunoperadorlinealdensamentedeﬁnidoenunespaciode
HilbertH.Entonces
a)T†escerrado;
b)Tesclausurable⇔D(T†)esdensoenH,encuyocasoT=T††;
c)siTesclausurable⇒(T)†=T†.
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Paraprobarelpuntoa)introduzcamosunoperadorVdeﬁnidosobreelespacio
sumadirectaH⊕Hcomo
V
(
ϕ
ψ
)
:=
(
−ψ
ϕ
)
,∀ϕ,ψ∈H. (6.3.9)
As´ıdeﬁnido,Vesunoperadorunitario4quesatisfaceV2=−I.Enefecto,
V
(
ϕ
ψ
) 2
=
(
−ψ
ϕ
) 2
=∥ψ∥2+∥ϕ∥2=
(
ϕ
ψ
) 2
. (6.3.13)
Entonces,elpar
(
ϕ
χ
)
∈(V[Γ(T)])⊥siys´olosi
((
ϕ
χ
)
,
(
−Tφ
φ
))
=−(ϕ,Tφ)+(χ,φ)=0,∀φ∈D(T). (6.3.14)
Peroenesecaso
ϕ∈D(T†) y T†ϕ=χ, (6.3.15)
demaneraque (
ϕ
χ
)
=
(
ϕ
T†ϕ
)
∈Γ(T†). (6.3.16)
EnconsecuenciaΓ(T†)=(V[Γ(T)])⊥,quesiempreesunconjuntocerrado.Por
lotanto,T†escerrado.
Paraprobarelpuntob)se˜nalemosque,debidoalalinealidaddeT,Γ(T)esun
subespaciolinealdeH⊕H.Entonces,teniendoencuentaqueV[Γ(T)]⊥=[VΓ(T)]⊥,
tenemosparalaclausuradelagr´aﬁca
Γ(T)=
(
[Γ(T)]⊥
)⊥=
(
V2[Γ(T)]⊥
)⊥=
(
V[VΓ(T)]⊥
)⊥=(VΓ(T†))⊥.(6.3.17)
4SedicequeunoperadorUdeﬁnidosobreunespaciodeHilbertHesunitariosi
(Uφ,Uψ)=(φ,ψ),∀φ,ψ∈H, (6.3.10)
conRank(U)densoenH.Enesascondiciones,Uesacotado,U†=U−1ylaimagenporUdel
complementoortogonaldeciertosubespacioG⊂H,U(G⊥),eselcomplementoortogonaldela
imagendeGporU,(U(G))⊥.Enefecto,∥Uφ∥=∥φ∥∀φ∈H,y
(Uφ,Uψ)=(φ,U†Uψ)=(φ,ψ)⇒U†U=I,
(ϕ,Uψ)=(U†ϕ,ψ)=(UU†ϕ,Uψ)⇒UU†=I.
(6.3.11)
Adem´as,ϕ∈(U(G))⊥ siys´olosi
(ϕ,Uψ)=0,∀ψ∈G ⇔(U†ϕ,ψ)=0,∀ψ∈G ⇔U†ϕ∈G⊥⇔ϕ∈U(G⊥), (6.3.12)
demodoque(U(G))⊥=U(G⊥).
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Porlotanto,deacuerdoalapruebadea),siT†est´adensamentedeﬁnido(condici´on
necesariaparalaexistenciadesuadjunto)entoncesΓ(T)eslagr´aﬁcadeloperador
T††,queescerrado.Enconsecuencia,TesclausurableysuclausuraTcoincidecon
T††.
Porotraparte,siD(T†)noesdensonoexisteeladjuntodeT†.Enesascon-
diciones,(VΓ(T†))⊥=Γ(T)noeslagr´aﬁcadeunoperadory,enconsecuencia,T
noesclausurable.Porlotanto,siTesclausurablenecesariamenteD(T†)debeser
denso.
Finalmente,siTesclausurable,pora)yb)sabemosqueT†escerradoydensa-
mentedeﬁnido,mientrasquesuadjunto,T††=T,tambi´enest´adensamentedeﬁnido.
Entonces,
T†=T†=(T†)††=(T††)†=(T)†, (6.3.18)
loquepruebac).
Ejemplo6.3.Consideremoselconjuntodelasfuncionesabsolutamenteconti-
nuas5enelintervalo[0,1],AC(0,1),talesquesuderivadaφ′(x)seadecuadrado
integrableeneseintervalo.SeaT1deﬁnidodemaneraque


D(T1):={φ(x)∈AC(0,1)|φ′(x)∈L2(0,1)},
T1φ(x):=−iφ′(x),
(6.3.19)
yT2demodoque


D(T2):={φ(x)∈AC(0,1)|φ′(x)∈L2(0,1),φ(0)=0},
T2φ(x):=−iφ′(x),
(6.3.20)
Evidentemente,T1esunaextensi´ondeT2,T2⊂T1.
DadoqueD(T1)⊃D(T2)⊃C∞0(0,1),queesdensoenL2(0,1),ambosdominios
dedeﬁnici´onsondensos.
Adem´as,unaintegraci´onporpartes(verec.(3.7.5))permitemostrarquelos
dominiosdelosoperadoresadjuntosD(T†1,2)⊃C∞0(0,1),porloquetambi´enelosson
densos.Enconsecuencia,porelteoremaanterior,ambosoperadoressonclausurables.
AhoradeterminaremoseloperadoradjuntodeT1.Siψ(x)∈D(T†1)entonces
∃χ(x)∈L2(0,1)talque
(ψ,T1φ)=
∫1
0
ψ(x)∗(−i)φ′(x)dx=
∫1
0
χ(x)∗φ(x)dx=(χ,φ), (6.3.21)
5VerNotaalpieenpag.104.
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paratodaφ(x)∈D(T1).Estorequierequeseaposibleintegrarporpartesenla
primeradeesasintegrales,porloquedebemossuponerqueψ(x)∈AC(0,1).
Haciendousodelapropiedad(3.7.5),podemosescribirque
(−i)ψ(x)∗φ(x)1
0
+
∫1
0
(−iψ′(x))∗φ(x)dx=
∫1
0
χ(x)∗φ(x)dx. (6.3.22)
Teniendoencuentaqueunafuncionalcontinuarespectodelaconvergenciaenmedia
nopuededependerdelvalorquesuargumentotomeenunpuntoparticulardel
intervalo[0,1],ydadoquelosvaloresquelasfuncionesφ(x)tomanenx=0,1son
arbitrarios,vemosquedebemosimponeradem´aslacondici´ondecontornoψ(0)=
0=ψ(1).
Enesascondiciones,dadoqueD(T1)esdensoenL2(0,1),laigualdad(6.3.22)
implicaqueχ(x)=−iψ′(x)∈L2(0,1).
Endeﬁnitiva,eloperadorT†1est´adeﬁnidodemodoque

D(T†1):={ψ(x)∈AC(0,1)|ψ′(x)∈L2(0,1),ψ(0)=0=ψ(1)},
T†1ψ(x):=−iψ′(x).
(6.3.23)
N´oteseque,enestecaso,T1esunaextensi´ondeT†1,T†1⊂T1.
SiguiendoelmismoprocedimientoresultainmediatomostrarqueT††1 =T1=T1,
queentoncesesunoperadorcerrado.
Similarmente,seobtieneque

D(T†2):={ψ(x)∈AC(0,1)|ψ′(x)∈L2(0,1),ψ(1)=0},
T†2ψ(x):=−iψ′(x),
(6.3.24)
yqueT††2 =T2=T2,quetambi´enescerrado.Adem´as,sevequeT†1⊂T†2.
Engeneral,laelecci´ondeundominiodedeﬁnici´onparaunoperadordiferencial
tieneunainﬂuenciadeterminantesobresuespectro,comolomuestraelsiguiente
ejemplo.
Ejemplo6.4.Consideremoslaecuaci´on
−iφ′(x)=λφ(x),conφ(x)∈AC(0,1). (6.3.25)
Esaigualdadimplicaque
φ′(x)∈AC(0,1)⇒φ(2)(x)∈AC(0,1)⇒...
···⇒φ(x)∈C∞(0,1).
(6.3.26)
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Enesascondiciones,laecuaci´ondeautovaloresparalosoperadoresT1,2delejem-
plo6.3sereduceaunaecuaci´ondiferencialordinaria,cuyasoluci´ones
φ(x)=eiλxφ(0)∈AC(0,1)⊂L2(0,1). (6.3.27)
Peromientrasquetodon´umerocomplejoλ∈CesunautovalordeT1,lacondici´on
decontornoparaT2,φ(0)=0⇒φ(x)≡0.
Entonces,σp(T1) =C, mientrasqueT2notieneautovectoresysuespectro
puntualesvac´ıo,σp(T2)=∅.
Teorema6.2.SeaTunoperadorlinealdensamentedeﬁnidoenunespaciode
HilbertH.Entonces,
siλ∈σr(T)⇒λ∗∈σp(T†),
siλ∈σp(T)⇒λ∗∈σr(T†)obienλ∗∈σp(T†).
Enefecto,siλ∈σr(T),entoncesRank(T−λI)noesdensoenH,demodoque
∃ψ≠0|(ψ,(T−λI)φ)=0,∀φ∈D(T)6.Peroesosigniﬁcaque(ψ,Tφ)=λ(ψ,φ)
esunafuncionallinealycontinuadeφ⇒ψ∈D(T†).
Enesascondiciones,podemosescribirque((T†−λ∗I)ψ,φ)=0,∀φ∈D(T)
densoenH,demodoqueT†ψ=λ∗ψ.
Porotraparte,siTφ=λφ,conφ≠0,entonces,∀ψ∈D(T†)tenemosque
(ψ,(T−λI)φ)=((T†−λ∗I)ψ,φ)=0⇒ Rank(T†−λ∗I)noesdensoenH ⇒
λ∗ ∉ρ(T†)∪σc(T†).
Enesascondiciones,λ∗∈σr(T†),amenosqueexistaenD(T†)unvectorψ≠
0|(T†−λ∗I)ψ=0,encuyocasoλ∗∈σp(T†).
Ejemplo6.5.ConsideremosnuevamenteeloperadorT1delejemplo6.3.Hemos
vistoenelejemplo6.4queelespectropuntualdeT1estodoelplanocomplejo,
σp(T1)=C.EntonceselespectrodeT†1estambi´entodoelplanocomplejo,σ(T†1)=
C.
Porotraparte,resultainmediatomostrarquelascondicionesdecontornoque
pesansobrelasfuncionesenD(T†1),ec.(6.3.23),hacenqueesteoperadornotenga
autovectores,demodoqueσp(T†1)=∅.Enconsecuencia,elespectroresidualdeT†1
estodoelplanocomplejo,σr(T†1)=C.
6Paraverqueestoesas´ı,lamemosF=Rank(T−λI).Sabemosquetodovectorψ∈Hpuede
escribirsecomoψ=u+v,conu∈Fyv∈F⊥.Enesascondiciones,si{ψ⊥F⇒ ψ=v=0},
entoncesF⊥={0}yFesdensoenH.Enconsecuencia,siFnoesdensoenH⇒∃ψ≠0|ψ⊥F.
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6.4. Operadoressim´etricos
UnoperadorlinealTdensamentedeﬁnidosobreunespaciodeHilbertHsedice
sim´etricosi7T⊂T†.Esdecir,si


D(T)⊂D(T†),
∀φ∈D(T),T†φ=Tφ.
(6.4.2)
Enparticular,enestecasoeloperadoradjuntoT†tambi´enest´adensamentedeﬁnido.
Todaextensi´onsim´etricaSdeTest´acontenidaenT†.Enefecto,siT⊂S⊂
S†⇒S⊂S†⊂T†.Porlotanto,T⊂S⊂S†⊂T†.
Unoperadorsediceautoadjunto8siT†=T,esdecir,siTessim´etricoy
D(T†)=D(T).
Unoperadorsim´etrico(densamentedeﬁnido)essiempreclausurable.Enefecto,
T⊂T†,queescerrado(verTeorema6.1).Porlotanto,Ttieneunaextensi´on
cerrada.
Porotraparte,T⊂T†⇒D(T)⊂D(T†),queentoncesesdensoenH.Porel
Teorema6.1,TesclausurableysuclausuraesT=T††.Enconsecuencia,
T⊂T=T††⊂T†. (6.4.3)
SiTessim´etricoycerrado,tenemosque
T=T=T††⊂T†. (6.4.4)
YsiTesautoadjunto,entonces
T=T=T††=T† (6.4.5)
y,enconsecuencia,Tesnecesariamentecerrado.
Lema6.2.Tsim´etricoycerradoesautoadjuntosiys´olosisuadjuntoT†es
sim´etrico.
Enefecto,siTesautoadjunto⇒ T=T††=T†⇒ T†essim´etrico:T†⊂T††.
Porotraparte,siT†essim´etrico,T†⊂T††=T⊂T†⇒Tesautoadjunto:T=T†.
7Equivalentemente,Tessim´etricosi∀φ1,φ2∈D(T)es
(φ1,Tφ2)=(Tφ1,φ2). (6.4.1)
8LosobservablesdelaMec´anicaCu´anticaest´anrepresentadosporoperadoresautoadjuntos
enunespaciodeHilbert.
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Teorema6.3.SiTesunoperadorautoadjunto,entonces
a)elespectroresidualdeTesvac´ıo,σr(T)=∅,
b)elespectrodeTesunsubconjuntodelosreales,σ(T)⊂R,
c)autovectorescorrespondientesaautovaloresdistintossonortogonalesentre
s´ı.
Paraverqueestoesas´ı,primeroconsideremoslaaplicaci´on
[T−(λ+iµ)I]:D(T)−→Rank[T−(λ+iµ)I]⊂H, (6.4.6)
dondeλ,µ∈R.Tenemosque
∥[T−(λ+iµ)I]φ∥2=∥(T−λI)φ∥2+µ2∥φ∥2≥µ2∥φ∥2 (6.4.7)
∀φ∈D(T).Enconsecuencia,(λ+iµ)/∈σp(T)siµ≠0.
Adem´as, para µ ≠ 0,[T−(λ+iµ)I]es una biyecci´on deD(T)en
Rank[T−(λ+iµ)I]coninversaacotada.Enefecto,siφ1yφ2tienenlamisma
imagen,entonces
0=∥[T−(λ+iµ)I](φ1−φ2)∥≥|µ|∥φ1−φ2∥, (6.4.8)
loqueimplicaqueφ1=φ2.Porotraparte,de(6.4.7)tambi´enresultaque
∥φ∥
∥[T−(λ+iµ)I]φ∥≤
1
|µ|, (6.4.9)
desigualdadque muestraquelainversa de[T−(λ+iµ)I]esacotadaen
Rank[T−(λ+iµ)I].
Enesascondiciones,siRank[T−(λ+iµ)I]noesdensoenH,entonces(λ+
iµ)∈σr(T)⇒ (λ−iµ)∈σp(T†=T),loquehemosvistoquenoesposiblesi
µ≠0.
Porlotanto,Rank[T−(λ+iµ)I]esdensoenHy(λ+iµ)∈ρr(T)paratodo
µ≠0,loquepruebaqueσ(T)⊂R.
Finalmente,siunrealλ∈σr(T)⇒ λ∗=λ∈σp(T†=T),loquenoesposible
porque(pordeﬁnici´on)setratadeconjuntosdisjuntos.Porlotanto,σr(T)=∅.
6.5. Extensionesautoadjuntasdeoperadoressim´etricos
Unoperadorsim´etricoTsediceesencialmenteautoadjuntosisuclausuraT
esunoperadorautoadjunto.
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Lema6.3.SiTesesencialmenteautoadjunto,entoncesTtieneunau´nicaex-
tensi´onautoadjunta9.
Enefecto,supongamosqueSesunaextensi´onautoadjuntadeT.Entonces,
S=S†escerrado.YcomoT⊂S⇒ T=T††⊂S.Enconsecuencia,paralos
adjuntosdeesosdosoperadorestenemosqueS†=S⊂T†=T.Porlotanto,S=T
Lema6.4.SiTesclausurable,entoncesTesesencialmenteautoadjuntosiy
s´olosiT†esautoadjunto.
Enefecto,porelTeorema6.1,siTesclausurable⇒T†=T†.Ahorabien,siT
esesencialmenteautoadjunto⇒T†=T†=T=T††,esdecir,T†esautoadjunto.
Inversamente,siT†esautoadjunto,entoncesT†=T††=T⇒Tesautoadjunto.
Porlotanto,Tesesencialmenteautoadjunto.
Lema6.5.SiTesautoadjunto,T†=T,entoncesTescerrado.Adem´as,λ=±i
noesunautovalordeT†.
Enefecto,seaφ±∈D(T†)=D(T)talqueT†φ±=±iφ±=Tφ±.Entonces,
(T†φ±,φ±)=∓i∥φ±∥2=(φ±,Tφ±)=±i∥φ±∥2⇒∥φ±∥=0. (6.5.1)
Inversamente,siTessim´etricoycerrado,ylasecuacionesT†φ± =±iφ± no
tienensolucionesnotriviales,entoncesTesautoadjuntocomoconsecuenciadel
siguienteteorema.
Teorema6.4.SeaTunoperadorsim´etricodensamentedeﬁnidoenunespacio
deHilbertH.Entonceslassiguientescondicionessonequivalentes:
a)Tesautoadjunto,
b)TescerradoyKer(T†∓iI)={0},
c)Rank(T±iI)=H.
Porunaparte,esevidentequea)⇒ b).
Paraverqueb)⇒c)supongamosqueRank(T±iI)noseadensoenH.Entonces,
existenvectoresnonulosψ±∈Htalesque
(ψ±,(T±iI)φ)=0,∀φ∈D(T)densoenH. (6.5.2)
Esosproductosescalaresdeﬁnenfuncionaleslinealesycontinuas(id´enticamentenu-
las)deφ,demodoqueψ±∈D(T†),ypodemosescribir
((T†∓iI)ψ±,φ)=0,∀φ∈D(T)⇒ T†ψ±=±iψ±. (6.5.3)
9EngeneralsedebetratarconoperadoresTsim´etricosnocerrados.Sisepuedeestablecerque
Tesesencialmenteautoadjunto,entoncesTest´aun´ıvocamenteasociadoaunoperadorautoadjunto
T=T††
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Enconsecuencia,Ker(T†∓iI)̸={0}.
Porlotanto,
Ker(T†∓iI)={0} ⇒Rank(T±iI)densoenH. (6.5.4)
Si,adem´as,TescerradosepuededemostrarqueelrangodeTestambi´en
cerrado,demodoqueRank(T±iI)=H10.Porlotanto,b)⇒ c).
Porotraparte,siKer(T†∓iI)̸={0}esporqueexistenvectoresnonulosψ±∈
D(T†)talesqueT†ψ±=±iψ±.Entonces,
((T†∓iI)ψ±,φ)=(ψ±,(T±iI)φ)=0,∀φ∈D(T), (6.5.5)
demodoqueKer(T†∓iI)esortogonalaRank(T±iI),queentoncesnoesdenso
enH.
Porlotanto,
Rank(T±iI)densoenH ⇒ Ker(T†∓iI)={0}. (6.5.6)
Finalmente,supongamosqueRank(T±iI)=H.Entonces,∀ψ∈D(T†)existen
vectoresφ±∈D(T)talesque
(T†±iI)ψ=(T±iI)φ±⇒(T†±iI)(ψ−φ±)=0, (6.5.7)
dadoqueTessim´etrico.Pero,enesascondiciones,laimplicaci´on(6.5.6)requiere
queψ=φ±,demodoqueD(T†)⊂D(T).
Enconsecuencia,T†=T,yc)⇒ a).
DeesteTeoremasededucedeinmediatoelsiguiente
Corolario6.4.1.SeaTunoperadorsim´etricodensamentedeﬁnidoenunespacio
deHilbertH.Entonceslassiguientescondicionessonequivalentes:
a)Tesesencialmenteautoadjunto,
b)Ker(T†∓iI)={0},
c)Rank(T±iI)esdensoenH.
Esteresultadoestableceelcriteriob´asicoparadeterminarcu´andounoperador
sim´etricotieneuna´unicaextensi´onautoadjunta.
Ejemplo6.6.ParadescribirelimpulsoenlaMec´anicaCu´anticaseintroduce
eloperadordiferencialenlarectaPφ(x)=−iφ′(x)(con =1),queessim´etrico
sobreeldominioD(P)=S(espaciodeSchwartz-VerCap´ıtulo5.4)
10VerM.ReedyB.Simon,MethodsofModernMathematicalPhysics,Vol.I,TheoremVIII.3,
pag.256.
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Siψ(x)∈D(P†),entonces∃χ(x)∈L2(R)talque
(ψ,Pφ)=(ψ,−iφ′)=
∫
Sop(φ)
ψ(x)∗(−iφ′(x))dx=(χ,φ), (6.5.8)
∀φ∈D(P).Estorequierequeψ(x)∈AC(R)∩L2(R),conunaderivadaprimera
ψ′(x)∈L2(R),encuyocasotenemosχ(x)=−iψ′(x).
Enconsecuencia,


D(P†)={ψ(x)∈AC(R)∩L2(R)|ψ′(x)∈L2(R)},
P†ψ(x)=−iψ′(x).
(6.5.9)
ComoD(P†)⊃S,D(P†)esdensoenL2(R)ypuededeﬁnirseP††=P.Un
razonamientosimilaralanterior muestraqueD(P††) =D(P†),conP††ψ(x) =
−iψ′(x).Esdecir,P††=P=P†.
Enconsecuencia,
a)ComoPesautoadjunto⇒Pesesencialmenteautoadjunto.
b)Consideremoslaecuaci´ondeautovalores
P†ψ±(x)=±iψ±(x)=−iψ′±(x). (6.5.10)
Comoψ±(x)∈AC(R),resultaqueψ±(x)∈C∞(R)yentoncesdebemosresolverla
ecuaci´ondiferencialordinaria
ψ′±(x)=∓ψ±(x)⇒ψ±(x)=e∓x ∉L2(R). (6.5.11)
Porlotanto,Ker(P†∓iI)={0}.
c)Finalmente,mostraremosqueRank(P±iI)esdensoenL2(R).Paraelo,con-
sideremosporejemploeloperador(P+iI)ymostremosquesurangocontieneal
subespaciodensoC∞0(R).
Supongamosque(P+iI)φ(x)=ψ(x)∈C∞0(R),funci´oncuyosoporteest´acon-
tenidoenelintervalocerrado[a,b].Entonces,
(e−xφ(x))′=ie−xψ(x) ⇒ φ(x)=ex
{
φ(0)+i
∫x
0
e−yψ(y)dy
}
. (6.5.12)
Lacondici´ondequeφ(x)→x→∞ 0requierequeφ(0)=−i∫b0e−yψ(y)dy,demodo
que
φ(x)=−iex
∫b
x
e−yψ(y)dy (6.5.13)
seanulaparax≥b.Porsuparte,parax<a,
φ(x)=−iex
∫b
a
e−yψ(y)dy, (6.5.14)
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demodoqueseanulaexponencialmenteparax→−∞.Adem´as,resultaevidente
queφ(x)∈C∞(R).Enconsecuencia,φ(x)∈Sparatodaψ(x)∈C∞0(R),demodo
queRank(P+iI)esdensoenL2(R).
Ejemplo6.7.Esteejemplomuestraqueunoperadorsim´etricopuedeadmitir
muchasextensionesautoadjuntas11.
SeaTdeﬁnidosobreD(T)=C∞0(0,1)comoTφ(x)=−iφ′(x).Esteoperadores
claramentesim´etricopues,integrandoporpartes,tenemos
(Tφ1,φ2)=(φ1,Tφ2),∀φ1,φ2∈C∞0(0,1). (6.5.15)
Siψ(x)∈D(T†)⊂L2(0,1),entonces∃χ∈L2(0,1)talque
(ψ,Tφ)=(ψ,−iφ′)=(χ,φ),∀φ∈C∞0(0,1). (6.5.16)
Estorequiere12queψ(x)∈AC(0,1),paraqueseaposibleintegrarporpartes,de
donderesultaqueχ(x)=−iψ′(x)∈L2(0,1).Porlotanto,
D(T†)={ψ(x)∈AC(0,1)⊂L2(0,1)|ψ′(x)∈L2(0,1)}, (6.5.17)
yeloperadoradjuntoact´uaseg´un
T†ψ(x)=−iψ′(x). (6.5.18)
Ahorabien,lasecuacionesdeautovalores
T†ψ±(x)=−iψ′±(x)=±iψ±(x)∈AC(0,1) (6.5.19)
sereducenaecuacionesdiferencialesordinariasquetienensolucionesnotriviales,
ψ±(x)=e∓x∈C∞(0,1)⊂AC(0,1). (6.5.20)
Enconsecuencia,Tnoesesencialmenteautoadjunto.
ComoAC(0,1)⊃C∞0(0,1),D(T†)esunconjuntodensoenL2(0,1)ypuede
deﬁnirse(T†)†.
Siϕ(x)∈D(T††),entonces∃χ∈L2(0,1)talque
(ϕ,T†ψ)=(ϕ,−iψ′)=(χ,ψ). (6.5.21)
11Comoveremosm´asadelante,tambi´enpuedenoadmitirningunaextensi´onautoadjunta.
12Lacondici´on(6.5.16)tambi´enpuedeinterpretarsecomoestableciendoqueladerivadadeψ
comodistribuci´oneslocalmentesumable(verCap´ıtulo7),dedonderesultaqueψ(x)esabsoluta-
mentecontinua.
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Paraqueeseproductoescalarseaunafuncionallinealycontinuadeψ∈AC(0,1),
debeserposibleintegrarporpartes,loquerequierequeϕ(x)tengaunaderivadaen
L2(0,1).Enconsecuencia,ϕ(x)∈AC(0,1)conϕ′(x)∈L2(0,1),y∫1
0
ϕ(x)∗(−iψ′(x))dx=−iϕ(x)∗ψ(x)1
0
+
∫1
0
(−iϕ′(x))∗ψ(x)dx. (6.5.22)
PerounafuncionalcontinuarespectodeladistanciaenL2(0,1)nopuededepender
delvalordesuargumentoψ(x)enlospuntosparticularesx=0,1(regi´ondemedida
nuladondeundadovectordeL2(0,1)puedetomarvaloresarbitrarios).Porlo
tanto,lasfuncionesenD(T††)debensatisfaceradem´aslascondicionesdecontorno
ϕ(0)=0=ϕ(1).
Endeﬁnitiva,T††=T,lam´ınimaextensi´oncerradadeT,est´adeﬁnidoenun
dominiodensopor


D(T††)={ϕ(x)∈AC(0,1)|ϕ′(x)∈L2(0,1),ϕ(0)=0=ϕ(1)},
T††ϕ(x)=−iϕ′(x).
(6.5.23)
N´otesequeT⊂T⊂T†,conT≠T†(T†noesautoadjunto).DadoqueT†=T†⊃T,
laclausuraesunaextensi´onsim´etrica(noautoadjunta)cerradadeT.
VeamosahoraqueTadmiteextensionesautoadjuntas.Enefecto,paracada
α∈Cdem´odulo1,consideremoseloperadordeﬁnidopor


D(Tα)={φ(x)∈AC(0,1)|φ′(x)∈L2(0,1),φ(1)=αφ(0)},
Tαφ(x)=−iφ′(x).
(6.5.24)
Siguiendoelmismorazonamientoqueantes,siψ(x)∈D(T†α),entoncesψ(x)debe
serabsolutamentecontinuademodoqueelproductoescalar
(ψ,Tαφ)=−i
∫1
0
ψ(x)∗φ′(x)dx=−iψ(x)∗φ(x)1
0
+(−iψ′,φ) (6.5.25)
seaunafuncionallinealycontinuadeφ(x)∈D(Tα).Peroestorequiereadem´asque,
∀φ(x)∈D(Tα),sea
ψ(1)∗φ(1)−ψ(0)∗φ(0)=(ψ(1)∗−α∗ψ(0)∗)αφ(0)=0. (6.5.26)
Comoelvalordeφ(0)esarbitrario,debeserψ(1)−αψ(0)=0.Esdecir,D(T†α)=
D(Tα)yT†αψ(x)=−iψ′(x).
Enconclusi´on,T†α=Tαparacadacomplejoαdem´odulo1.Enesascondiciones,
existetodaunafamilia(dependientedeunpar´ametro)deextensionesautoadjuntas
deT(todaselas,naturalmente,contenidasenT†.)
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Finalmente,se˜nalemosque:
1)∀α=eiγ,conγ∈[0,2π),tenemosT⊂Tα=T†α⊂T†.
2)EloperadorTnotieneautovectores,
−iφ′(x)=λφ(x),conφ(x)∈C∞0(0,1)⇒φ(x)≡0, (6.5.27)
demodoqueσp(T)=∅.
3)EloperadorTtampocotieneautovectores,
−iφ′(x)=λφ(x),conφ(x)∈AC(0,1),φ(0)=0⇒φ(x)≡0, (6.5.28)
demodoqueσp(T)=∅.
4)Todon´umerocomplejoesautovalordeT†condegeneraci´on1,
−iφ′(x)=λφ(x)⇒ φ(x)=eiλxφ(0)∈AC(0,1),∀λ∈C. (6.5.29)
Porlotanto,σp(T†)=C.Ycomoelespectropuntualdeunoperadorest´acontenido
enlauni´ondelosespectrospuntualyresidualdesuadjunto,concluimoseneste
casoqueσ(T††)=σr(T)=C.
5)Tαtieneunconjunto(numerable)ortogonalycompletodeautofuncionescuyos
autovalores(realesynodegenerados)dependendelpar´ametroα,
−iφ′(x)=λφ(x),conφ(x)∈AC(0,1),yφ(1)=αφ(0)⇒
⇒ φn(x)=eiλnxφ(0),dondeλn=2πn−ilogα=2πn+γ,
(6.5.30)
conn∈Zy(φn,φm)=δn,m.
Enestecaso,σp(Tα)={λn,n∈Z}⊂R,σr(Tα)=∅yρ(Tα)=C\σp(Tα).
6.6. Teor´ıadevonNeumann
EnestaSecci´ondescribiremoslaTeor´ıadevonNeumann13sobrelasextensiones
autoadjuntasdeoperadoressim´etricos.
Teorema6.5.SeaTunoperadorsim´etricocerrado,densamentedeﬁnidoenun
espaciodeHilbertH.Entonces:
1-a)dimKer(T†−λI)esconstanteenelsemiplanoabiertosuperiordelplano
complejoλ,
b)dimKer(T†−λI)esconstanteenelsemiplanoabiertoinferiordelplano
complejoλ,
13JohnvonNeumann(1903-1957).
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2-elespectrodeTesunodelosposiblessubconjuntosdelplanocomplejoλque
seenumeranacontinuaci´on:
a)elsemiplanosuperiorcerrado,
b)elsemiplanoinferiorcerrado,
c)todoelplanocomplejo,
d)unsubconjuntodelejereal,
3-Tesautoadjunto⇔ suespectroesunsubconjuntodelejereal,
4-Tesautoadjunto⇔ dimKer(T†−λI)=0,∀λ̸ ∈R.
Paralademostraci´on,verM.ReedyB.Simon,MethodsofModernMathematical
Physics,Vol.II,TheoremX.1,pag.136.
Corolario6.5.1.Siunoperadorsim´etricocerradoTtienealmenosunn´umero
realensuconjuntoresolvente⇒Tesautoadjunto.
Enefecto,siρ(T)contieneunn´umeroreal,entonceselespectrodeT,σ(T)=
C\ρ(T),s´olopuedeserunsubconjuntodelejereal,demodoque,porelteorema
anterior,Tesautoadjunto.
Sedeﬁnenlossubespaciosdedeﬁcienciadeunoperadorsim´etricocomo
K±:=Ker(T†∓iI)⊂D(T†), (6.6.1)
siendolos´ındicesdedeﬁcienciasusrespectivasdimensiones,
n±(T):=dimK±=dimKer(T†∓iI). (6.6.2)
Notarquesin± ≠0entoncesRank(T±iI)noesdensoenH,demodoque∓i∈
σr(T).
DeacuerdoalCorolario6.4.1,siTessim´etricoydensamentedeﬁnido,Tes
esencialmenteautoadjuntosiys´olosin±(T)=0.
Ejemplo6.8.Los´ındicesdedeﬁcienciapuedentomarcualquiervalornatural,
einclusoser∞,comolomuestraesteejemplo.SupongamosquelosoperadoresTn,
n=1,2,...sonsim´etricossobrelosdominiosD(Tn)⊂Hn.SeaD(T)elconjunto
devectoresdeH:=⊕∞n=1HndelaformaΦ=(φ1,φ2,...,φn,...),dondes´oloun
n´umeroﬁnitodevectoresφn∈D(Tn)sonnonulos.
Enesascondiciones,eloperadorT:=⊕∞n=1Tnessim´etricoenD(T),ysus
ı´ndicesdedeﬁcienciason
n±(T)=
∞∑
n=1
n±(Tn). (6.6.3)
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Teorema6.6.SeaTunoperadorsim´etricoycerradocon´ındicesdedeﬁciencia
n±(T).Lasextensionessim´etricasycerradasdeTest´anencorrespondenciaunoa
unoconelconjuntodeisometr´ıasparciales(enelsentidodelproductoescalarusual)
deK+→K−.
SiUesunatalisometr´ıacondominioD(U)⊂K+ (dedimensi´ondimD(U)
≤n+(T)),entonceslacorrespondienteextensi´oncerradaysim´etricadeT,TU,tiene
pordominio
D(TU)={χ=φ+ψ++Uψ+|φ∈D(T),ψ+∈D(U)}⊂D(T†). (6.6.4)
SiendoTUlarestricci´ondeT†aesedominio,suacci´onest´adadapor
TUχ=T†χ=Tφ+iψ+−iUψ+. (6.6.5)
Sin±(T)<∞⇒ los´ındicesdedeﬁcienciadeTUest´andadospor
n±(TU)=n±(T)−dimD(U). (6.6.6)
Paralademostraci´on,verM.ReedyB.Simon,MethodsofModernMathematical
Physics,Vol.II,TheoremX.2,pag.140.
Corolario6.6.1.SeaTunoperadorsim´etricocerradocon´ındicesdedeﬁciencia
n+(T)yn−(T).Entonces
a)Tesautoadjunto⇔n+(T)=0=n−(T),
b)Tadmiteextensionesautoadjuntas⇔ n+(T)=n−(T)>0.Enesecaso,
existeunacorrespondenciaunoaunoentrelasextensionesautoadjuntasde
TylasaplicacionesunitariasU:K+→K−.
c)Sin+(T)=0̸=n−(T)´on+(T)̸=0=n−(T),eloperadorTnoadmite
extensionessim´etricasnotriviales.Esosoperadoresyasonm´aximamente
sim´etricos.
Ejemplo6.9.ConsideremoselEjemplo6.7enelmarcodelaTeor´ıadevon
Neumann.Delaec.(6.5.20)resultaquen±=1yquelossubespaciosdedeﬁciencia
est´angeneradosporlosvectoresunitarios
ψ+(x)= e
√2√e2−1e
−x, ψ−(x)=
√2√e2−1e
x. (6.6.7)
Porlotanto,lasisometr´ıasdeK+enK−est´ancaracterizadasporunafase,Uψ+(x)=
eiγψ−(x),ylosdominiosdedeﬁnici´ondelasextensionesautoadjuntasdeTcorres-
pondena
D(T(γ))={ϕ=φ+A(ψ++eiγψ−)|φ∈D(T)} (6.6.8)
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Comoφ(0)=0=φ(1)(verec.(6.5.23)),tenemosque
ϕ(0)=A
{
e√2√e2−1+e
iγ
√2√e2−1
}
, ϕ(1)=A
{ √2√e2−1+e
iγ e
√2√e2−1
}
,
(6.6.9)
yparaA≠0,
ϕ(1)=eiγ
(e+e−iγ
e+eiγ
)
ϕ(0)=αϕ(0), (6.6.10)
dondeαesuncomplejodem´odulo1,encoincidenciaconelresultadodelEjercicio
6.7:T(γ)≡Tα.
Ejemplo6.10.Elsiguienteejemplomuestraqueelimpulsoradialnocorresponde
aunobservabledelaMec´anicaCu´antica.
ConsideremoseloperadorPr :=−i∂∂r sim´etricosobreeldominioD(Pr) =
C∞0(R+)densoenL2(R+).
Siψ∈D(P†r)⇒∃χ∈L2(R+)talque
(ψ,Prφ)=(ψ,−iφ′)=(χ,φ),∀φ∈C∞0(R+). (6.6.11)
Entonces D(P†r) ={ψ(r)∈AC(R+)∩L2(R+)|ψ′(r)∈L2(R+)},yP†rψ(r) =
−iψ′(r).
Buscamosahorasolucionesde
P†rψ±(r)=−iψ′±(r)=±iψ±(r),conψ±(r)∈D(P†r). (6.6.12)
Esaecuaci´ondiferencialtienesolucionesψ±(r)=e∓rψ±(0)∈C∞(R+).Perodeelas,
s´oloψ+(r)∈L2(R+).Enconsecuencia,n+(Pr)=1̸=n−(Pr)=0⇒ Prnoadmite
extensionesautoadjuntas.Porlotanto,Prnocorrespondeaunobservable.
Enunespaciodedimensi´onDdebeconsiderarseeloperador
Pr:=−i[∂r+(D−1)/2r]=r−D−12 (−i∂r)rD−12 , (6.6.13)
sim´etricorespectodelamedidadeintegraci´onrD−1dr,paraelcualseobtienen
similaresresultados.
Enefecto,siψ±(r)=r−D−12 e∓rtenemos[∂r+(D−1)/2r]ψ±(r)=∓ψ±(r),
peros´oloψ+(r)∈L2(R+;rD−1dr).
Ejemplo6.11.Enesteejemploconsideramosuncasoparticulardeoperadorde
Sturm-Liouvileconcoeﬁcientesregularesquemuestraqueestosoperadoresadmi-
tenextensionesautoadjuntasqueest´andeterminadasporcondicionesdecontorno
localesenlosextremosdelintervalo.
SeaeloperadordiferencialL:=−d2dx2 deﬁnidosobreeldominiodensoD(L)=
C∞0(R+),enelcualessim´etrico.
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Suadjuntoest´adeﬁnidosobreeldominiodenso
D(L†)={ψ(x)∈L2(R+)|ψ′(x)∈AC(R+),ψ′(x)∈L2(R+)}, (6.6.14)
sobreelcualact´uaseg´un
L†ψ(x)=−ψ′(x). (6.6.15)
Similarmente,eloperadorclausuraL=L††est´adeﬁnidosobreeldominio
D(L††)={ϕ(x)∈L2(R+)|ϕ′(x)∈AC(R+),
ϕ′(x)∈L2(R+),ϕ(0)=0=ϕ′(0)}⊂D(L†),
(6.6.16)
funcionessobrelascualestambi´enact´uacomoeloperadordiferencial
L††ϕ(x)=−ϕ′(x). (6.6.17)
Laecuaci´ondeautovalores
L†ψ±(x)=−ψ′±(x)=±iψ±(x)∈C1(R+)∩L2(R+) (6.6.18)
implicaqueψ±(x)∈C∞(R+),reduci´endoseaunaecuaci´ondiferencialordinaria
cuyassolucionesenL2(R+)son
ψ±(x)=e
−
(1∓i√2
)
x
ψ±(0)⇒ n+(L)=1=n−(L), (6.6.19)
ylossubespaciosdedeﬁcienciasonunidimensionales.
Enconsecuencia,existeunafamiliadeextensionesautoadjuntasdeLdependien-
tedeunpar´ametrocontinuo,correspondientesalasisometr´ıasUψ+(x)=eiγψ−(x),
conγ∈[0,2π),donde∥ψ+∥=∥ψ−∥.
Cadaextensi´onautoadjuntaLγeslarestricci´ondeL†aldomino
D(Lγ)=
={χ(x)=ϕ(x)+A[ψ+(x)+eiγψ−(x)]|ϕ(x)∈D(L††),A∈C},
(6.6.20)
actuandosobreesasfuncionesseg´un
Lγχ(x)=L†χ(x)=−ϕ′(x)+iA[ψ+(x)−eiγψ−(x)]. (6.6.21)
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Esedominiotambi´enpuedesercaracterizadomediantecondicionesdecontorno
localesenx=0.Enefecto,parax→0+tenemos
χ(0)=0+A[1+eiγ]=2Aeiγ/2cos(γ/2),
χ′(0)=0+iA
[
−
(
1−i√2
)
+eiγ
(
1+i√2
)]
=
=−A√2e
iγ/2{2cos(γ/2)+2sin(γ/2)},
(6.6.22)
dedonde,paraA≠0,resultalarelaci´on
√2cos(γ/2)χ′(0)=−(cos(γ/2)+sin(γ/2))χ(0)
⇒α(γ)χ(0)+β(γ)χ′(0)=0.
(6.6.23)
Estaigualdadtambi´ensesatisfaceparaA=0,puestoqueenesecasoχ(x)∈D(L††).
En(6.6.23),lasconstantesα(γ),β(γ)∈Rynoseanulansimult´aneamente,dado
que
α(γ)2+β(γ)2=2+cosγ+sinγ>0,∀γ∈[0,2π). (6.6.24)
Ejemplo6.12.Enelcasoenqueloscoeﬁcientesdeloperadordiferencialpre-
sentensingularidadesyanoser´aposible,engeneral,caracterizarlasextensiones
autoadjuntasdeloperadormediantecondicionesdecontornolocales.Peroa´unen
esoscasoslacaracterizaci´ondelosdominiosdadaenlaec.(6.6.4)lasdetermina
completamente.Porejemplo,si
L=−d
2
dx2+
ν2−1/4
x2 , con 0<ν<1, (6.6.25)
entoncesn±(L)=1.Losdominiosdelasextensionesautoadjuntasest´andetermina-
dosporlascombinaciones
ψ+(x)+eiγψ−(x)=c1(γ)x12+ν+c2(γ)x12−ν∈L2(0,1), (6.6.26)
demodoqueφ(x)y/oφ′(x)sonsingularesenx=0.Enestecaso,lasextensiones
autoadjuntasquedandeterminadasporarelaci´onc1(γ)/c2(γ).
Teorema6.7.SeaAunoperadorcerradodensamentedeﬁnidosobreeldominio
D(A)⊂Hysea
D(A†A)={φ∈D(A)|Aφ∈D(A†)}. (6.6.27)
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Entonces,deﬁniendoeloperadorA†AsobreD(A†A)mediante
(A†A)φ:=A†(Aφ), (6.6.28)
resultaqueA†Aesautoadjunto.
Paralademostraci´on,verM.ReedyB.Simon,MethodsofModernMathematical
Physics,Vol.II,TheoremX.25,pag.180.
Paraelcasodeoperadoresnoacotados,elresultadoanterioresabsolutamente
notrivialyaque,apriori,noesevidentequepuedahabervectoresnonulosen
D(A†A),nimuchomenosqueesedominioseadensoenH,comoefectivamentelo
es.
Ejemplo6.13.Consideremoseloperadorcondominiodenso
D(T)={φ(x)∈AC(0,1)|φ′(x)∈L2(0,1),φ(0)=0=φ(1)}, (6.6.29)
ytalqueTφ(x)=−iφ′(x).Esteoperadorescerrado,yaquecoincideconlaclausura
deloperadorTdelejemplo6.7.
Suadjunto(verejemplo6.7)tienepordominioa
D(T†)={ψ(x)∈AC(0,1)|ψ′(x)∈L2(0,1)}⊃D(T), (6.6.30)
dondeact´uaseg´unT†ψ(x)=−iψ′(x).
DelTeorema6.7resultaqueT†Teslaextensi´onautoadjuntadeL:=−d2dx2,
condominiooriginalD(L)=C∞0(0,1),correspondienteacondicionesdecontorno
localesdadasporφ(0)=0=φ(1).SimilarmenteTT†correspondealaextensi´on
autoadjuntadeLconcondicionesdecontornoψ′(0)=0=ψ′(1).
UnoperadorcerradodensamentedeﬁnidoAsedicenormalsiA†A=AA†,es
decir,siAconmutaconsuadjunto,loquerequierequeD(A†A)=D(AA†).
Teorema6.8.ParatodooperadorcerradoT,deﬁnidosobreundominiodenso
D(T)⊂H,existeunoperadorautoadjuntopositivo14|T|condominioD(|T|)=
D(T)yunaisometr´ıaparcialU:(KerT)⊥ → RankTtalesqueT=U|T|.Esos
operadoresest´anun´ıvocamentedeterminadosporlacondici´onadicionalKer|T|=
KerT.
Esteresultadogeneralizaalcasodeoperadorescerradosarbitrariosladescom-
posici´onpolardelosn´umeroscomplejos.T´engaseencuentaque(KerT)⊥ =
(Ker|T|)⊥=Rank|T|,dadoque|T|esautoadjunto.
14Esdecir,(ψ,|T|ψ)≥0,∀ψ∈D(|T|).
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Paralademostraci´on,verM.ReedyB.Simon,MethodsofModernMathematical
Physics,Vol.II,TheoremVIII.32,pag.297.
Bibliograf´ıa:
MichaelReedyBarrySimon, Methodsof Modern MathematicalPhysics,
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Cap´ıtulo7
TEOR´IADEDISTRIBUCIONES
7.1. ElespacioK
Alconsiderarelespaciodelasfuncionescontinuasen[a,b],hemosvistoque
ciertasfuncionaleslinealesresultancontinuasrespectodelaconvergenciauniforme,
peronorespectodelaconvergenciaenmedia.Similarmente,alestudiarelcompleta-
mientodeeseespaciorespectodeladistanciaderivadadelaconvergenciaenmedia,
hemosvistoqueciertasfuncionaleslinealesqueesposibledeﬁnirsobreC2(a,b)ya
notienensentidosobreL2(a,b).
Deesemodo,alampliarelconjuntodelasfuncionesconsideradas,oalrelajarel
sentidodeconvergencia,ocurreunareducci´onenelconjuntodefuncionaleslineales
ycontinuasqueesposibledeﬁnirsobreeseespacio.
Enparticular,todafuncionallinealycontinua(acotada)enL2(R)est´aun´ıvoca-
menteasociadaconelproductoescalarporunvectorﬁjodeesemismoespacio.
Enesacondiciones,esvezdeintentarincrementara´unm´aselconjuntodefun-
cionesrelajandolascondicionesquesobreelaspesanorelajandoelsentidode
convergenciaeneseespacio(conlaconsiguientereducci´ondelconjuntodefunciona-
les),podemosasignaralasfuncionaleslinealesycontinuasunsentidodefunciones
generalizadaseimponerfuertesrestriccionessobreelespaciodefunciones,buscando
incrementarelconjuntodeesasfuncionales.
Porejemplo,podemostrabajarsobreelespacio m´etricoKN,formadoporel
conjuntodelasfuncionesdesoporte1compactoyconderivadascontinuashasta
elordenN,CN0(R),estructuradoconunadistanciaqueimplicalaconvergencia
uniformedelasNprimerasderivadasdetodasecuenciaconvergente,
ρN(φ,ψ):=maxx∈R{|φ(x)−ψ(x)|+|φ′(x)−ψ′(x)|+
+···+|φ(N)(x)−ψ(N)(x)|}.
(7.1.1)
DenominamosK∗Nalconjuntodelasfuncionaleslinealesycontinuasdeﬁnidassobre
esteespacio.
1Recordemosqueelsoportedeunafunci´onφ(x),Sop(φ(x)),eslaclausuradelconjuntode
puntosdondelafunci´ontomavaloresnonulos.
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N´oteseque,comoconjuntos,KN⊂KM siN>M,mientrasqueparaφ,ψ∈KN,
ρN(φ,ψ)≥ρM(φ,ψ).Entonces,todasecuenciaconvergenteenKN tambi´enloes
KM ytodafuncionallinealycontinuasobreKM loestambi´ensobreKN,esdecir,
K∗M ⊂K∗N.
Enloquesigue,estaremosinteresadosenlaintersecci´ondetodosesosespacios,
K=∩∞N=0KN,dondenopodremosdeﬁnirunadistanciasinos´olounsentidodecon-
vergenciacompatibleconlasdistanciasρN(φ,ψ)paratodoN.Enesascondiciones,
elconjuntodefuncionaleslinealesycontinuassobreelespacioKcorresponder´aa
launi´onK∗=∪∞N=0K∗N.
Elordendeunafuncionallinealycontinuaf∈K∗esel m´ınimoN talque
f∈K∗N.Enparticular,todafuncionallinealycontinuasobreKesdeordenﬁnito.
Elconjuntodelasfuncionesquetienenderivadascontinuasdetodoordenyse
anulanid´enticamentefueradeunintervalodelongitudﬁnita2constituyeelespacio
linealC∞0(R).Comosabemos,C∞0(R)esdensoenL2(R).Enesesentido,sepuede
decirqueL2(R)eselcompletamientodeC∞0(R)respectodeladistanciaderivadade
lanorma||2.
Eneseespaciolinealintroducimoselsiguientesentidodeconvergencia:dire-
mosquelasucesi´on{φn(x)}⊂C∞0(R)convergealafunci´onφ(x)∈C∞0(R)si
∃unintervalodelongitudﬁnita[a,b]fueradelcuallasfuncionesφ(x)y
{φn(x)}seanulanid´enticamente,
∀k∈N,lasecuenciadederivadasdeordenk,{φ(k)n (x)}convergeuniforme-
mentealacorrespondientederivadadell´ımite,φ(k)(x).
As´ıestructurado,eseespaciolinealsedenotaporKyeslamadoespaciob´asico,
defuncionesdepruebaotest-functions.
N´otesequetantoladerivaci´on,comolamultiplicaci´onporfuncionesenC∞(R)y
lastraslacionessobrelarecta,dejaninvariantealespacioK.Enefecto,∀φ(x)∈K
tenemosque
φ′(x)∈K,
α(x)φ(x)∈K,∀α(x)∈C∞(R),
φ(x+h)∈K,∀h∈R.
(7.1.3)
2Elsiguienteejemplomuestraquetalesfuncionesexisten:
φ(x)=e
−1
(x−a)2e
−1
(x−b)2,fora<x<b, φ(x)≡0,parax ∉(a,b). (7.1.2)
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Puedemostrarsef´acilmentequetodasesasoperacionessoncontinuasrespecto
delsentidodeconvergenciaadoptado.Porejemplo,siφn(x)→φ(x)enK,entonces
φ′n(x)→φ′(x)enK,dadoquesussoportesest´ancontenidosenunmismocompacto
sobrelarecta,ysusderivadasdecualquierordenconvergenuniformementeala
correspondientederivadadell´ımite.
7.2. DistribucionessobreK
Selamadistribuci´on(ofunci´ongeneralizada)deﬁnidasobrelarectaatoda
funcionallinealycontinuasobreelespacioK,
f:K−→C. (7.2.1)
Consideremosunafunci´onf(x)deﬁnidasobrelarecta,talqueresulteabsoluta-
menteintegrableentodointervalocompacto(localmentesumable),f(x)∈L(loc)1 (R).
Sepuededeﬁnirunadistribuci´on(quedenotamosporlamismaletra)mediantela
expresi´on
f[φ]:=
∫∞
−∞
f∗(x)φ(x)dx, (7.2.2)
queconvergeparatodaφ(x)∈K.Todadistribuci´onquepuedeserrepresentadade
esamanerasediceregular.
Enefecto,f[φ]as´ıdeﬁnidaesevidentementelineal.Adem´as,siφn(x)→ φ(x)
enKentonces,enparticular,φn(x)→φ(x)uniformemente.Enconsecuencia,
|f[φn]−f[φ]|≤
∫b[φ]
a[φ]
|f(x)||φn(x)−φ(x)|dx≤ϵn
∫b[φ]
a[φ]
|f(x)|dx→0 (7.2.3)
cuandon→∞.Porlotanto,f[φ]estambi´encontinua.
Sif(x)∈L2(R)⇒ f(x)∈L1(a,b),paratodointervalocompacto[a,b].Porlo
tanto,f(x)∈L(loc.)1 (R)ydeﬁneunadistribuci´onregular,
f[φ]=
∫∞
−∞
f∗(x)φ(x)=(f,φ)L2(R), (7.2.4)
quepuedeexpresarseent´erminosdelproductoescalarenL2(R).Esporeloque
usualmenteseadoptalanotaci´on(f,φ):=f[φ].
Unejemplodedistribuci´onsingular(noregular)correspondealadeltade
Dirac:
(δ(x−x0),φ(x)):=φ(x0). (7.2.5)
Enefecto,estafuncionalesevidentementelineal.Paraφn(x)→φ(x)enK,tenemos
φn(x0)→φ(x0), (7.2.6)
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demodoquetambi´enescontinua,
(δ(x−x0),φn(x))=φn(x0)−→φ(x0)=(δ(x−x0),φ(x)). (7.2.7)
Otroejemplocorrespondealvalorprincipalde1/x.Lafunci´on1/xnoesin-
tegrableenning´unintervaloquecontengaalorigen,demodoquenodeﬁneuna
funcionalregular.Peroparatodafunci´onφ(x)∈Kexistelaintegralenvalorprin-
cipal (
VP1x,φ(x)
)
:=limϵ→0+
{∫−ϵ
−∞
+
∫∞
ϵ
}φ(x)
x dx. (7.2.8)
Enefecto,supongamosqueφ(x)=0para|x|>a>0,dondea=a[φ];entonces
(
VP1x,φ(x)
)
=limϵ→0+
{∫−ϵ
−a
+
∫a
ϵ
}φ(x)−φ(0)+φ(0)
x dx=
=
∫a
−a
φ(x)−φ(0)
x dx+φ(0)limϵ→0+{log(ϵ/a)+log(a/ϵ)},
(7.2.9)
dondeel´ultimot´erminoseanula.
Estafuncionalesclaramentelineal.Paraverquetambi´enescontinuaconsidere-
mosunasecuenciaφn(x)→φ(x)enK.Porelteoremadelvalormedio,tenemos(
VP1x,[φn(x)−φ(x)]
)
=
∫a
−a
[φn(x)−φ(x)]−[φn(0)−φ(0)]
x dx=
=
∫a
−a
x[φ′n(c(x))−φ′(c(x))]
x dx,
(7.2.10)
dondec(x)est´aentrexy0.Entonces,
(
VP1x,[φn(x)−φ(x)]
)
≤2aεn→0, (7.2.11)
puestoqueφ′n(x)→φ′(x)uniformementeen[−a,a].Deesemodo,VP1xdeﬁneuna
distribuci´onsingular.
7.3. Propiedadeslocalesdelasdistribuciones
ComoaplicacionesdeKenC,lasdistribucionesnotienenunsentidopuntual.
Peros´ıesposibleasignarlespropiedadeslocalesenelsiguientesentido.
Sedicequeunadistribuci´onesnulaenunconjuntoabiertodelarectasi∀φ(x)∈
Kcuyosoporteest´acontenidoeneseconjuntoes(f,φ)=0.Porejemplo,δ(x)es
nulaenalg´unentornodetodopuntox̸=0.
Sifesnonulaentodoentornodeunpuntox0,sedicequex0esunpunto
esencialdef.Porejemplo,x0esunpuntoesencialdeδ(x−x0).Similarmente,
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x=0esunpuntoesencialdeladistribuci´onregularcorrespondientealafunci´on
f(x)=x2(apesardequef(0)=0).
Elconjuntodelospuntosesencialesdeunadistribuci´onconstituyesusoporte,
Sop(f).
Porejemplo,elsoportedeδ(x−x0)est´aconcentradoenunpunto,Sop(δ(x−
x0))={x0}.Enelcasodeunafuncionalregularfdeﬁnidaporunafunci´oncontinua
atrozosf(x),Sop(f)eslaclausuradelconjuntodepuntosdondef(x)̸=0.
Siunafunci´ondepruebaφ0(x)∈Kseanulaid´enticamenteenunabiertoque
contienealsoportedeunadistribuci´onf,entonces(f,φ0)=0.Deesemodo,es
posiblemodiﬁcarlafunci´ondepruebafueradelsoportedeunadistribuci´onsin
modiﬁcarelvalorqueestatoma,(f,φ+φ0)=(f,φ).
7.4. Elespaciodual:K∗
Sobreelconjuntodelasdistribucionessedeﬁnenlasoperacionesdeadici´ony
multiplicaci´onporn´umerosdemaneraque
(αf+βg,φ):=α∗(f,φ)+β∗(g,φ),∀φ(x)∈K, (7.4.1)
conloqueevidentementeseobtienenfuncionaleslinealesycontinuas.Paraelcaso
defuncionalesregulares,estosereducealafuncionalregularobtenidamediantelas
operacionesusualessobrelasfuncioneslocalmentesumablesquelasdeﬁnen,
α∗
∫∞
−∞
f(x)∗φ(x)dx+β∗
∫∞
−∞
g(x)∗φ(x)dx=
=
∫∞
−∞
[αf(x)+βg(x)]∗φ(x)dx.
(7.4.2)
As´ıestructurado,elconjuntodelasdistribucionessobreKconstituyeunespacio
lineal,lamadoespaciodualdeKydenotadoporK∗.
EnelespacioK∗seintroduceelsiguientesentidodeconvergencia:sediceque
unasecuenciadedistribuciones{fn}converged´ebilmenteaf∈K∗si
l´ımn→∞(fn,φ)=(f,φ),∀φ(x)∈K. (7.4.3)
Siell´ımitedeunasecuenciadedistribucionesexiste,entonceses´unico.Enefecto,
si{fn} →fy{fn} →genK∗entonces,paratodafunci´onφ(x)∈Ksetieneque
(f,φ)=(g,φ),dedonderesultaque(comoaplicaciones)lasdistribucionesfyg
soniguales.
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Porotraparte,laoperaci´ondepasajeall´ımiteeslineal:si{fn}→fy{gn}→g
enK∗,setieneque
l´ımn→∞(αfn+βgn,φ)=l´ımn→∞{α
∗(fn,φ)+β∗(gn,φ)}=(αf+βg,φ), (7.4.4)
paratodafunci´onφ(x)∈K.Enconsecuencia,
l´ımn→∞[αfn+βgn]=αf+βg. (7.4.5)
Enparticular,siunadistribuci´onesell´ımitedeunaserieenK∗,
f=
∞∑
k=1
hk⇒(f,φ)=l´ımn→∞
( n∑
k=1
hk,φ
)
=
∞∑
k=1
(hk,φ),∀φ(x)∈K. (7.4.6)
LaconvergenciaenL2(R)implicaconvergenciad´ebilenK∗.Enefecto,siuna
secuenciadefuncionesdecuadradosumableconvergeenmedia,{fn}→f,parala
secuenciadefuncionalesregularesqueelasdeﬁnentenemosque
(fn,φ)=(fn,φ)L2(R)→n→∞ (f,φ)L2(R)=(f,φ), (7.4.7)
paratodafunci´onφ(x)∈K⊂L2(R),envirtuddelacontinuidaddelproducto
escalareneseespaciodeHilbert.
Enelcasodefuncionalesregulares,laconvergenciad´ebiltambi´enestar´aasegu-
radatodavezquepuedaconmutarseell´ımiteconlaintegralquedeﬁnelafuncional
ylasecuenciafn(x)→f(x)a.e.Eseeselcasodesecuenciasdefuncioneslocalmen-
tesumablesqueconvergenuniformementeentodointervalocerrado.Enefecto,si
fn(x)→f(x)uniformementeentodoconjuntocompacto,
(fn−f,φ)=
∫b[φ]
a[φ]
[fn(x)−f(x)]∗φ(x)dx→n→∞ 0. (7.4.8)
Elpasajeall´ımitebajoelsignointegralestambi´enposiblebajocondicionesmenos
restrictivas,comoporejemplocuando
fn(x)→ f(x)encasitodopuntoy|fn(x)| ≤g(x),∀n,dondeg(x)es
localmentesumable,
fn(x)→f(x)mon´otonamente,siendof(x)localmentesumable.
Ejemplo7.1.Sea
fϵ(x):=


1
x,|x|>ϵ,
0,|x|≤ϵ.
(7.4.9)
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Estafunci´onpermitedeﬁnirunafuncionalregularquetieneporl´ımiteenK∗auna
distribuci´onsingular,
l´ımϵ→0fϵ=VP
1
x (7.4.10)
(enestecasonoesposibleintercambiarell´ımiteconlaintegral).
Ejemplo7.2.Otroejemplodeunasecuenciadefuncionalesregularesquecon-
vergeaunadistribuci´onsingulares
ft(x)=e
−x24t√4πt→t→0+ δ(x). (7.4.11)
Enefecto,
(
e−x24t√4πt,φ(x)
)
=
∫a[φ]
−a[φ]
e−x24t√4πt[φ(0)+φ(x)−φ(0)]dx=
φ(0)1√π
∫a[φ]√4t
−a[φ]√4t
e−z2dz+ 1√π
∫a[φ]√4t
−a[φ]√4t
e−z2
[
φ(z√4t)−φ(0)
]
dz→φ(0)
(7.4.12)
parat→0+,puestoqueφ(z√4t)−φ(0)=z√4tφ′(c(z,t)),conc(z,t)entre0y
z√4t,envirtuddelteoremadelvalormedio,mientrasqueφ′(x)est´auniformemente
acotadaentodalarecta.
Sepuededemostrardemanerageneralquetodafuncionalsingularesell´ımite
d´ebildeunasecuenciadedistribucionesregulares.Similarmente,sedemuestraque
todadistribuci´onesell´ımited´ebildeunasecuenciadedistribucionesregularesde
soportecompacto,queinclusopuedenserdeﬁnidasmediantefuncionesdelespacio
C∞0(R).
Tambi´enesposiblemostrarqueK∗escompletoenelsentidodeque,siexisteel
l´ımitedelassecuenciasnum´ericasl´ımn→∞(fn,φ),∀φ(x)∈K,entonceselconjunto
deesosl´ımitesdeﬁneunafuncionallinealycontinuasobreK,
(f,φ):=l´ımn→∞(fn,φ). (7.4.13)
Lalinealidaddefesevidenteapartirdelalinealidaddefnyladelpasajeal
l´ımite.Paramostrarlacontinuidaddefdebemosmostrarquesiφk(x)→ φ(x)en
K,entonces(f,φk−φ)→0parak→∞.Enefecto,dadoε>0tenemosque
|(f,φk−φ)|≤|(f−fn,φk−φ)|+|(fn,φk−φ)|<ε, (7.4.14)
dadoque|(fn,φk−φ)|<ε/2paraksuﬁcientementegrandemientrasque,paraun
dadok,|(f−fn,φk−φ)|<ε/2paransuﬁcientementegrande.
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Trat´andosedeaplicacionesdeKenelcuerpodeloscomplejos,noexisteuna
operaci´ondeproductoocomposici´ondedistribucionesque,enelcasodefuncionales
regulares,correspondaalproductousual(puntoapunto)defunciones.Peros´ıes
posibledeﬁnirelproductodedistribucionesporfuncionesenC∞(R)delasiguiente
manera:dadaf∈K∗yα(x)∈C∞(R)sedeﬁnelafuncionalαfmediantelarelaci´on
(αf,φ):=(f,α∗φ), (7.4.15)
loquetienesentidopuestoque,paratodafunci´onφ(x)∈K,resultaα(x)∗φ(x)∈K.
As´ıdeﬁnida,αfesunafuncionallinealycontinua.
Lalinealidaddeαfesevidente.Paraveriﬁcarlacontinuidadconsideremosuna
secuenciaconvergenteenK,φn→ φ.Lasfuncionesα(x)∗φn(x)sonid´enticamente
nulasfueradeunmismointervaloacotado,dentrodelcuallasecuenciadesus
derivadask-´esimasconvergeuniformemente,(α(x)∗φn(x))(k)→(α(x)∗φ(x))(k).Por
lotanto,lasecuenciaα(x)∗φn(x)→α(x)∗φ(x)enK.Entonces,comoconsecuencia
delacontinuidaddeftenemos
(αf,φn)=(f,α∗φn)→(f,α∗φ)=(αf,φ). (7.4.16)
7.5. Laderivaci´onenK∗
Consideremosprimerounafuncionalregulardeﬁnidaporunafunci´onf(x)abso-
lutamentecontinuaenlarecta,(f,φ)=∫∞−∞f(x)∗φ(x)dx.Comosuderivadaf′(x)
existeencasitodopuntoyeslocalmenteintegrable,podemosdeﬁnirotrafuncional
regularcomo
(f′,φ)=
∫∞
−∞
f′(x)∗φ(x)dx=−
∫∞
−∞
f(x)∗φ′(x)dx=−(f,φ′), (7.5.1)
donde(paraintegrarporpartes)hemostenidoencuentaqueφ∈Kesdiferenciable
ydesoportecompacto,y(enel´ultimopaso)queladerivaci´onesunaaplicaci´onde
K→K(ver(7.1.3)).
N´otesequeenelmiembrodeladerechaen(7.5.1)yanoapareceladerivadade
lafunci´onf(x).Dehecho,dadoqueφ′(x)∈K,esaexpresi´ontienesentidopara
todafuncionalf∈K∗.Estosugierelasiguientedeﬁnici´on.
Dadaunadistribuci´onsobreK,f∈K∗,sedeﬁnesuderivadacomolafuncional
cuyosvaloresest´andadospor
(f′,φ):=−(f,φ′),∀φ(x)∈K. (7.5.2)
As´ıdeﬁnida,f′esunafuncionallinealycontinua.Enefecto,f′eslinealcomo
consecuenciadequeladerivaci´onsobrefuncionesdeKeslineal.Encuantoala
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continuidad,n´otesequesiφn(x)→ φ(x)enK,deladeﬁnici´ondeconvergenciaen
K(verSecci´on7.1)resultaquelasecuenciadesusderivadastambi´enconvergeen
eseespacioaladerivadadell´ımite,φ′n(x)→φ′(x).Entonces,comoconsecuenciade
lacontinuidaddeftenemos
(f′,φn)=−(f,φ′n)→−(f,φ′)=(f′,φ). (7.5.3)
Deesadeﬁnici´onsurgenlassiguientespropiedades:
Laderivaci´onenK∗esunaoperaci´onlineal,pues∀φ(x)∈K
((f+g)′,φ)=−(f+g,φ′)=−(f,φ′)−(g,φ′)=
=(f′,φ)+(g′,φ)=(f′+g′,φ).
(7.5.4)
Todafunci´ongeneralizadaadmitederivadasdetodoorden.Enefecto,para
todafunci´onφ(x)∈K⇒φ(n)(x)∈K,∀n.Entonces
(f(n),φ)=(−1)n(f,φ(n)). (7.5.5)
Laoperaci´ondederivaci´onescontinuaenK∗.Supongamosquelasecuencia
defuncionesgeneralizadas{fn}convergeafenK∗.Entonces,∀φ(x)∈K
setiene
(f′n,φ)=−(fn,φ′)→−(f,φ′)=(f′,φ). (7.5.6)
Porlotanto,f′n→f′enK∗.
Comoconsecuenciadelacontinuidaddeladerivaci´on,todaserieconvergente
defuncionesgeneralizadaspuedeserderivadat´erminoat´erminocualquier
n´umerodeveces,
f=
∞∑
k=1
hk⇒f(n)=
∞∑
k=1
h(n)k . (7.5.7)
Estorepresentaunalibertadquenosetienecuandosetratadeseriesde
funciones,yaqueenesecasosedebenrequerircondicionesadicionales,como
laconvergenciauniformedelaseriedelasderivadas,parapoderasegurar
que´estaconvergealaderivadadelasumadelaserie.
Ejemplo7.3.Lasecuenciadedistribucionesregulares
{sin(νx)
ν
}
tiendealadis-
tribuci´onnula0∈K∗cuandoν→∞,dadoquelasecuenciadefuncionesconverge
uniformementea0entodalarecta,
l´ımν→∞
(sin(νx)
ν ,φ(x)
)
=
∫a[φ]
−a[φ]
l´ımν→∞
(sin(νx)
ν
)
φ(x)dx=0, (7.5.8)
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∀φ(x)∈K.
Entonces,dadoqueladerivaci´onesunaoperaci´oncontinuaenK∗,
(
l´ımν→∞
sin(νx)
ν
)′
=l´ımν→∞
(sin(νx)
ν
)′
=l´ımν→∞cos(νx)=0. (7.5.9)
Similarmente,l´ımν→∞sin(νx)=0.Ytomandosucesivasderivadas3,
l´ımν→∞[ν
ncos(νx)]=0=l´ımν→∞[ν
nsin(νx)]. (7.5.11)
Ejemplo7.4.Consideremoslafunci´ondiscontinua
θ(x):=
{
1,x≥0
0,x<0 (7.5.12)
yladistribuci´onregularqueeladeﬁne,
(θ(x),φ(x))=
∫∞
0
φ(x)dx. (7.5.13)
Suderivadaresulta
(θ′(x),φ(x))=−(θ(x),φ′(x))=−
∫∞
0
φ′(x)dx=φ(0)=(δ(x),φ(x)),(7.5.14)
paratodaφ∈K.Enconsecuencia,θ′(x)=δ(x).
Ejemplo7.5.Similarmente,
(δ′(x),φ(x))=−(δ(x),φ′(x))=−φ′(0). (7.5.15)
3N´otesequeesteresultadocorrespondealhechodequelastransformadasdeFourierdefun-
cionesdeC∞0 (R)sonfuncionesdelespaciodeSchwartzS,
l´ımν→∞ν
n
∫∞
−∞
eiνxφ(x)dx=0. (7.5.10)
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Seaf(x)unafunci´oncontinuaenR,cuyaderivadaescontinuaatrozos,con
discontinuidadesaisladasdealturaﬁnitaenlospuntos{ak}.Eladeﬁneunadistri-
buci´onregular(quedenotamosporf)cuyaderivadaest´adadapor
(f′,φ)=−
∫a[φ]
−a[φ]
f(x)∗φ′(x)dx=
=∑
k
∫ak+1
ak
f′(x)∗φ(x)dx−
−∑
k
{f(ak+1−0)∗φ(ak+1)−f(ak+0)∗φ(ak)},
(7.5.16)
dondelaprimerasumaenelmiembrodeladerechaesﬁnitaenraz´ondequeφ
esdesoportecompacto,ylasegundaesnulaporquef(x)escontinua.Entonces,
laderivadadeladistribuci´onfesunafuncionalregulardeﬁnidaporlafunci´on
f′(x)(esteesuncasoparticulardedistribuci´onregulardeﬁnidaporunafunci´on
absolutamentecontinua,queyahemosconsideradoalprincipiodeestaSecci´on-ver
ec.(7.5.1)).
Seaahoraf(x)unafunci´oncontinuaydiferenciableatrozos,condiscontinuida-
desaisladas(sinpuntosdeacumulaci´on)dealturaﬁnitaenlospuntos{ak},donde
f(ak+0)−f(ak−0)=hk.Laderivadadeladistribuci´onregularqueeladeﬁne
satisface
(f′,φ)=−
∫a[φ]
−a[φ]
f(x)∗φ′(x)dx=
=∑
k
∫ak+1
ak
f′(x)∗φ(x)dx+∑
k
[f(ak+0)∗−f(ak−0))∗]φ(ak)
=
∫∞
−∞
df
dx
∗
φ(x)dx+∑
k
h∗kφ(ak),
(7.5.17)
paratodaφ∈K.Enconsecuencia,laderivadadefesunafuncionalsingulardada
por
f′=dfdx+
∑
k
hkδ(x−ak), (7.5.18)
dondehemoslamadodfdxaladistribuci´onregulardeﬁnidaporlafunci´onf′(x)
(que,porhip´otesis,existeencasitodopuntoyeslocalmenteintegrable).T´engase
encuentaquelaserieenelsegundomiembroesconvergenteenK∗puestoque,
aplicadaaunafunci´ondesoportecompacto,siempresereduceaunasumaﬁnita.
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Ejemplo7.6.Consideremosahoralafunci´ondeﬁnidacomo
f(x)=π−x2 ,0<x<π, (7.5.19)
yextendidaatodalarectacomofunci´onimpardeper´ıodo2π.Estaesunafunci´on
discontinuaenlospuntosxk=2πkconk∈Z,conunadiscontinuidaddealtura
h=πentodoselos.Exceptoenlospuntosdediscontinuidad,estafunci´ones
diferenciableysuderivadaesf′(x)=−1/2.
Porelresultadoanterior,podemosescribirladerivadadelafunci´ongeneralizada
queeladeﬁnecomo
f′=−12+π
∞∑
k=−∞
δ(x−2πk), (7.5.20)
dondelaseriedelsegundomiembroesunafuncionalbiendeﬁnidayaquesuvalor
enunafunci´onφ(x)∈Ksereduceaunasumaﬁnita.
Lafunci´onf(x)tambi´enpuedeserrepresentadamediantesuseriedeFourier,
f(x)∼
∞∑
k=1
sin(kx)
k , (7.5.21)
queconvergepuntualmentealvalordef(x)paratodox≠2πkyconvergea0en
lospuntosdediscontinuidaddef(x).Comolaconvergencianoesuniforme,estono
essuﬁcienteparaconcluirqueestaserieconvergeenK∗aladistribuci´onf.
Paraverqueesaserietambi´enconverged´ebilmente4,recordemosprimeroquela
seriedeFourierdeunafunci´oncontinuaatrozosenelintervalo(−π,π)puedeser
integradat´erminoat´ermino,resultandoenunaseriequeconvergepuntualmenteen
eseintervaloalaintegraldelafunci´on(queesal´ıunafunci´oncontinua).
Ennuestrocaso,laserie
F(x)=−
∞∑
k=1
cos(kx)
k2 (7.5.22)
convergeabsolutayuniformementeentodalarectaaunaprimitivadef(x),que
escontinuay2π-peri´odica:F′(x)=f(x)exceptoenlospuntosdediscontinuidad
def(x).Porlotanto,elsegundomiembrodelaecuaci´on(7.5.22),entendidacomo
seriededistribucionesregulares,tambi´enconvergeenelespacioK∗alafuncional
regularFdeﬁnidaporlafunci´on(continuaenRydiferenciableatrozos)F(x).
4Laconvergenciad´ebiltambi´enest´agarantizadaporlaconvergenciaenmediadelaseriede
Fourierentodocompacto.
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Enesascondiciones,lacontinuidaddeladerivaci´onenK∗nospermitederivar
esaseriet´erminoat´erminoparaobtener
F′=f=
∞∑
k=1
sin(kx)
k . (7.5.23)
PerocomoestaserieconvergeenK∗,puedesernuevamentederivadat´erminoa
t´erminoparaobtenerde(7.5.20)y(7.5.23)
f′=
∞∑
k=1
cos(kx)=−12+π
∞∑
k=−∞
δ(x−2πk). (7.5.24)
DeestaigualdadsededuceelsiguientedesarrolodeFourierparalaδ-peri´odica:
∞∑
k=−∞
δ(x−2πk)=12π
∞∑
k=−∞
eikx. (7.5.25)
Unrazonamientosimilarpermiteasignarunsentidocomodistribuci´onalasu-
madeseriesdelaforma∑∞k=−∞Ckeikx,dondeloscoeﬁcientessatisfacenrelaciones
|Ck|≤Mkn−2,conM constanteyn∈N.
Entendidascomoseriesdefunciones,elassonclaramentedivergentes.Perocomo
seriesdefuncionalesregularesresultanconvergentes,dadoquesonladerivadan-
e´simacomodistribuci´ondeunaseriequeconvergeuniformementeentodalarectaa
unl´ımitecontinuoy2π-peri´odico(yque,porlotanto,tambi´enconverged´ebilmente):
F(x)=
∞∑
k=−∞
Ck
(ik)ne
ikx⇒F(n)=
∞∑
k=−∞
Ckeikx. (7.5.26)
Dehecho,sepuededemostrarquetodadistribuci´on(regularosingular)coin-
cideentodocompactoenlarectaconladerivadadeciertoordenﬁnitodeuna
distribuci´onregulardeﬁnidaporunafunci´oncontinua.
Ejemplo7.7.Lafunci´onabsolutamentecontinuax(log|x|−1)deﬁneunadis-
tribuci´onregularcuyaderivadaprimeraesladistribuci´onregulardeﬁnidaporlog|x|∈
L(loc)1 (R),ysuderivadasegundaesladistribuci´onsingularVP1x.Enefecto,
((log|x|)′,φ)=−(log|x|,φ′)=−l´ım
ε→0+
∫
|x|≥ε
log|x|φ′(x)dx=
=l´ım
ε→0+
{
log(ε)[φ(ε)−φ(−ε)]+
∫
|x|≥ε
φ(x)
x dx
}
=
(
VP1x,φ
)
.
(7.5.27)
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Enparticular,consideremosunadistribuci´onf∈ K∗desoportecompacto,
Sop(f)⊂ [−a,a],cona>0.Paraundadoε>0,tomemosunafunci´onreal
hε(x)∈C∞0(R)quesatisfaga
hε(x)=


1,∀|x|≤a,
0,∀|x|≥a+ε.
(7.5.28)
Enesascondiciones,∀φ(x)∈Ktenemosque
(f,φ)=(f,hεφ)+(f,[1−hε]φ)=(f,hεφ), (7.5.29)
dadoqueSop(f)∩Sop[1−hε(x)]=∅.
Ahorabien,comofpuederepresentarsecomof(n)0 ,dondef0esunadistribuci´on
regulardeﬁnidaporunafunci´oncontinuaf0(x)yn∈N,podemosescribir
(f,φ)=
(
f(n)0 ,hεφ
)
=(−1)n
(
f0,(hεφ)(n)
)
=(−1)n∑nk=0
(
n
k
)(
f0,h(n−k)ε φ(k)
)
=∑nk=0(−1)n−k
(
n
k
)((
h(n−k)ε f0
)(k),φ
)
.
(7.5.30)
Porlotanto,∀ε>0existeunconjuntodefuncionescontinuas
fε,k(x)=(−1)n−k
(
n
k
)
hε(x)(n−k)f0(x),k=0,1,...,n, (7.5.31)
consoportecontenidoenelintervalocerrado[−(a+ε),a+ε],talesqueladistribuci´on
desoportecompactofpuedeescribirsecomo
f=
n∑
k=0
(fε,k(x))(k). (7.5.32)
Sif∈K∗tienesoporteconcentradoenunpuntox0∈R,unrazonamiento
similarpermitemostrarqueenestecasolafuncionalesdelaforma
f=
n∑
k=0
akδ(k)(x−x0), (7.5.33)
paraalg´unn∈N.
Enefecto,supongamosqueSop(f)={0}yconsideremosunafunci´onϕ(x)∈
C∞0 (R)talque
ϕ(x)=
{
1, |x|<1/2,
0, |x|>1. (7.5.34)
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Entonces,paratodoε>0,
(f,φ(x))=
(
f,ϕ
(x
ε
)
φ(x)
)
=
(
f,ϕ
(x
ε
)
Pm(x)
)
+
(
f,ϕ
(x
ε
)
(φ(x)−Pm(x))
)
,
(7.5.35)
dondePm(x)eselpolinomiodeTaylordeordenmdeφ(x).Sif=f(n)0 ,conf0
regulardeﬁnidaporunafunci´oncontinua,podemosescribir
(
f,ϕ
(x
ε
)
(φ(x)−Pm(x))
)
=
∫ε
−ε
f∗0(x)
[
ϕ
(x
ε
)
(φ(x)−Pm(x))
](n)≤
≤
n∑
k=0
(
n
k
)∫ε
−ε
|f0(x)|ε−kϕ(k)
(x
ε
)
(φ(x)−Pm(x))(n−k)<
<
n∑
k=0
Mk[f0,φ]ε1−k+m+1−n+k<M[f0,φ]ε2+m−n,
(7.5.36)
dadoquelasderivadasdetodoordendeϕsonacotadas,lomismoquelafunci´on
continuaf0enelintervalo[−ε,ε],y|φ(x)−Pm(x)|=O(xm+1).Porlotanto,si
m ≥n−1elsegundot´erminoenelladoderechode(7.5.35)tiendea0cuando
ε→0.
Finalmente,
(f,φ(x))=l´ımε→0
(
f,ϕ
(x
ε
)
Pm(x)
)
=
=
n−1∑
k=0
l´ımε→0(f,ϕ(xε
)xk)
k! φ
(k)(0)=
(n−1∑
k=0
akδ(k)(x),φ(x)
)
.
(7.5.37)
Vemosentoncesquelasr´ıgidasrestriccionesquehemosimpuestosobrelasfun-
cionesdelespacioK(que,noobstante,esdensoenL2(R)),nospermitenobtener
unconjuntomuyampliodefuncionesgeneralizadas(todarestricci´ondelespacio
conlevaunaampliaci´ondelespaciodual)sobrelascualesaplicarcongranlibertad
lasoperacionesdepasoall´ımiteydiferenciaci´onantesdeﬁnidas.
7.6. EcuacionesdiferencialesenK∗
Consideraremosahoraelproblemadereconstruirunafunci´ongeneralizadaa
partirdesuderivada.
Primeromostraremosques´ololasdistribuciones(regularesdeﬁnidasporfun-
ciones)constantestienenporderivadaaladistribuci´onnula.Laigualdady′=0
implicaque,paratodaφ(x)∈K,es
(y′,φ)=−(y,φ′)=0. (7.6.1)
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Estaecuaci´ons´olodeﬁnealafuncionalyenelsubespaciodeKformadoporlas
funcionesφ(x)quesonladerivadadeunafunci´ondeprueba.
Unacondici´onnecesariaysuﬁcienteparaqueφ0(x)∈Ksealaderivadadeuna
funci´onψ(x)∈Kesque∫∞−∞φ0(x)dx=0.Enefecto,siφ0(x)=ψ′(x),
ψ(x)=
∫x
−∞
φ0(x′)dx′⇒
∫∞
−∞
φ0(x)dx=0. (7.6.2)
Inversamente, siφ0(x) satisface esa condici´on, tenemos quelaintegral∫x
−∞φ0(x′)dx′=0paratodoxtalque|x|>a[φ0]>0(conaﬁnito,yaqueφ0(x)
esdesoportecompacto).Entonces,laprimitiva
ψ(x)=
∫x
−∞
φ0(x′)dx′∈C∞0(R). (7.6.3)
Ahorabien,dadaunafunci´onφ(x)∈K,engeneral∫∞−∞φ(x)dx=(1,φ)=
C ≠0(donde1correspondealadistribuci´onregulardeﬁnidaporunafunci´on
id´enticamenteiguala1,yC =C[φ]).Seaφ1(x)∈Ktalque∫∞−∞φ1(x)dx=
(1,φ1)=1.Entoncesladiferenciaφ0(x)=φ(x)−Cφ1(x)satisfaceque∫∞
−∞
φ0(x)dx=C−C=0, (7.6.4)
demodoqueφ0(x)esladerivadadeunafunci´ondeKcomoen(7.6.3),φ0(x)=ψ′(x).
Enconsecuencia,podemosescribirque
(y,φ)=(y,φ0+Cφ1)=0+C(y,φ1)=α∗(1,φ), (7.6.5)
dondelaconstanteα=(y,φ1)∗.
Porlotanto,lasoluci´ondelaecuaci´ony′=0esunadistribuci´onconstante,
y=α1,dondeαquedadeterminadoporelvalorquelafuncionaltomasobreuna
funci´onparticularφ1(x)∈K.
Deestoresultaquesidosdistribucionestienenlamismaderivada,f′=g′,
entoncess´olodiﬁerenenunaconstante,f=g+α1.
Ahoramostraremosquetodaf∈K∗tieneunaprimitiva,queessoluci´onde
y′=f.Estaecuaci´onsigniﬁcaque,paratodaφ(x)∈K,
(y′,φ)=−(y,φ′)=(f,φ), (7.6.6)
loques´olodeﬁnealafuncionalysobreelsubespaciodelasfuncionesdeKqueson
laderivadadeunelementodeK.
Comomostramosanteriormente,podemosescribirunafunci´onarbitrariadeK
comoφ(x)=φ0(x)+Cφ1(x),dondeφ0(x)=ψ′(x),conψ(x)deﬁnidaen(7.6.3),
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C=(1,φ),yφ1(x)esunafunci´onﬁjadeKtalque(1,φ1)=1.Entonces,de(7.6.6)
resultaque
(y,φ)=(y,φ0+Cφ1)=−(f,ψ)+C(y,φ1)=−(f,ψ)+α∗(1,φ), (7.6.7)
loquedeterminalafuncionalyentodoK,amenosdeuna(distribuci´on)constante
aditiva.Estaconstanteesﬁjadaporelvalorquetomalafuncionalsobreunafunci´on
particular,α=(y,φ1)∗.
Sepuedeverqueel´ultimomiembrode(7.6.7)deﬁneunafuncionallinealycon-
tinuasobreK.Suprimert´erminodeterminaunasoluci´onparticulardelaecuaci´on
inhomog´eneay′=f(lacorrespondienteaα=0),mientrasquelaconstanteesla
soluci´ongeneraldelaecuaci´onhomog´eneay′=0.
Lalinealidaddeyen(7.6.7)esevidente.Paramostrarsucontinuidad,conside-
remosunasecuenciadefuncionesφ(n)(x)→φ(x)enK,cuyossoportesest´enconte-
nidosenelintervalo[−a,a],yformemoslasecuenciaφ(n),0(x)=φ(n)(x)−Cnφ1(x),
dondeCn=(1,φ(n).Estasecuenciaconvergeaφ0(x)=φ(x)−Cφ1(x)enK,con
C=(1,φ).
Entonces,
|ψn(x)−ψ(x)|= ∫x−∞
(φ(n),0(y)−φ0(y))dy≤
≤∫a−a|φn(y)−φ(y)|dy+|(1,φn−φ)|
∫∞
−∞|φ1(y)|dy<
<2aεn+δn,∀x,
(7.6.8)
dondeelmiembrodeladerechapuedehacersetanpeque˜nocomosequieracons´olo
tomarnsuﬁcientementegrande.
Enesascondiciones,lasecuencia{ψn(x)}tambi´enconvergeaψ(x)enK,y
podemosescribir
(y,φn−φ)=−(f,ψn−ψ)+α∗(1,φn−φ)→0 (7.6.9)
cuandon→∞.
Enparticular,silainhonogeneidadfesregular,elaest´adeﬁnidaporunafunci´on
f(x)localmentesumable,delacualF(x)=∫x0f(x′)dx′esunaprimitiva(absoluta-
mentecontinua).Entonces,integrandoporpartesyteniendoencuentaqueψ(x)es
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desoportecompacto,tenemos
−(f,ψ)=−
∫∞
−∞
F′(x)∗ψ(x)dx=
∫∞
−∞
F(x)∗φ0(x)dx=
=
∫∞
−∞
F(x)∗[φ(x)−Cφ1(x)]dx=(F−β1,φ),
(7.6.10)
dondeβ=(F,φ1)∗.Estocorrespondeaunafuncionalregulardeﬁnidaporuna
primitivadef(x).
M´asgeneralmente,laecuaci´ondiferencial
an(x)y(n)+an−1(x)y(n−1)+···+a0(x)y=0, (7.6.11)
dondeak(x)∈C∞(R),k=0,1,...,n,notieneotrassolucionesenK∗quelas
correspondientesalassolucionescl´asicasdeesaecuaci´onenC∞(R),amenosque
an(x)tengaceros.Enesecasopuedenexistirnuevassolucionescuyasderivadas
tienensoporteconcentradoenloscerosdean(x)5.Tambi´enpuedeocurrirquelas
solucionescl´asicasnopermitandeﬁnirunadistribuci´on.Estosemuestraenlos
siguientesejemplos.
Ejemplo7.8.Consideremoslaecuaci´onxy′=0.Susu´nicassolucionesenel
espaciodefuncionesC∞(R)sonlasconstantes.EnelespacioK∗elaimplica
(xy′,φ(x))=−(y,[xφ(x)]′)=0, (7.6.12)
∀φ(x)∈K.Estarelaci´ons´olodeﬁnealafuncionalysobreelsubespaciodelas
funcionesdepruebaquesonladerivadadeunafunci´ondeKqueseanulaenx=0.
Siemprepodemosseleccionardosfuncionesφ1(x),φ2(x)∈Ktalesque
(1,φ1(x))=
∫∞
−∞
φ1(x)dx=1,(1−θ(x),φ1(x))=
∫0
−∞
φ1(x)dx=0,
(1,φ2(x))=
∫∞
−∞
φ2(x)dx=0,(1−θ(x),φ2(x))=
∫0
−∞
φ2(x)dx=1.
(7.6.13)
Dadaφ(x)∈Karbitraria,lamemos
C1=(1,φ(x))=
∫∞
−∞
φ(x)dx, C2=(1−θ(x),φ(x))=
∫0
−∞
φ(x)dx. (7.6.14)
5Recordemosquetodadistribuci´onconsoporteconcentradoenunpuntox0esunacombinaci´on
linealdelafuncionalδ(x−x0)ydeunn´umeroﬁnitodesusderivadas(verec.(7.5.33)).
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Lafunci´onφ0(x)=φ(x)−C1φ1(x)−C2φ2(x)satisface
(1,φ0(x))=
∫∞
−∞
φ0(x)dx,=C1−C1−0=0,
(1−θ(x),φ0(x))=
∫0
−∞
φ0(x)dx=C2−0−C2=0.
(7.6.15)
Enconsecuencia,suprimitivaψ(x),deﬁnidacomoen(7.6.3),esunafunci´ondeK
queseanulaenelorigen.Porlotanto,por(7.6.12)tenemosqueparatodaφ(x)∈K
es
(y,φ)=(y,ψ′(x)+C1φ1(x)+C2φ2(x))=
=0+C1(y,φ1(x))+C2(y,φ2(x))=(α1+β(1−θ(x)),φ),
(7.6.16)
dondeα=(y,φ1)∗yβ=(y,φ2)∗.
Vemosentoncesquehaydossolucioneslinealmenteindependientesparalaecua-
ci´onxy′=0:y1=1yy2=θ(x).Estoesevidenteparalaprimera,yesf´acilde
veriﬁcarparalasegunda,
(xθ′(x),φ(x))=(δ(x),xφ(x))=[xφ(x)]x=0=0. (7.6.17)
Estotambi´enmuestraquexδ(x)=0.
Ejemplo7.9.Consideremosahoralaecuaci´onx(xy′+y)=0.Lassoluciones
cl´asicassatisfacen(xy′+y)=0parax≠0,demodoquey(x)∼1/x,quenoes
localmentesumable.Entodocaso,deber´ıamosestudiarsilaregularizaci´onque
ofreceladistribuci´onVP1xessoluci´ondeaquelaecuaci´on(verejercicio98,p´ag.
251).PeroenelespacioK∗tenemostambi´enunasoluci´onconsoporteconcentrado
enelorigen,y=δ(x),puesxδ(x)=0as´ıcomox2δ′(x)=0,comopuedeveriﬁcarse
f´acilmente.
Ejemplo7.10.Consideremosahoralaecuaci´ondiferencialx3y′+2y=0.La
soluci´oncl´asicaenelespaciodefuncionescorrespondea
d
dxlogy(x)=
d
dxx
−2⇒y(x)=Ce1/x2. (7.6.18)
Perocomoestafunci´onnoesintegrableenning´unintervaloquecontengaax=
0,elanopermitedeﬁnirunafuncionalregular. M´asa´un,dadoquepresentauna
singularidadesencialenelorigen,tampocoadmiteunaregularizaci´on(alestilode
VP1x,restandodelafunci´ondepruebaundeterminadopolinomiodeTaylorenun
entornodelorigen)quepermitadeﬁnirunadistribuci´onsingular.Deesemodo,la
u´nicasoluci´onenK∗eslatrivial,y=0.
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7.7. Ladistribuci´onxλ+
Consideremoslafunci´on
xλ+:=


0,parax≤0,
xλ,parax>0,
(7.7.1)
para−1<λ<0.Comoeslocalmenteintegrable,permitedeﬁnirunadistribuci´on
regularcomo
(xλ+,φ)=
∫∞
0
xλφ(x)dx, −1<λ<0. (7.7.2)
Suderivadacomofunci´on,
dxλ+
dx=


0,parax<0,
λxλ−1,parax>0,
(7.7.3)
noesintegrableenning´unintervaloquecontengaalorigen,ynocorrespondeauna
distribuci´onregular.
Pero,naturalmente,suderivadacomodistribuci´onexisteyest´adadapor
((xλ+)′,φ
)=−(xλ+,φ′
)=−
∫1
0
xλφ′(x)dx−
∫∞
1
xλφ′(x)dx=
=−(xλ[φ(x)−φ(0)])10+
∫1
0
λxλ−1[φ(x)−φ(0)]dx
−(xλφ(x))∞1 +
∫∞
1
λxλ−1φ(x)dx=
=
∫1
0
λxλ−1[φ(x)−φ(0)]dx+
∫∞
1
λxλ−1φ(x)dx+φ(0),
(7.7.4)
paratodo−1<λ<0.Estaexpresi´ondeﬁneunafuncionalsingularque,para
funcionesdepruebaqueseanulanenx=0,sereduceatomarlaintegral∫∞
0
λxλ−1φ(x)dx. (7.7.5)
Parafuncionesdepruebaarbitrarias,φ(0)̸=0,ylau´ltimal´ıneadelaecuaci´on
(7.7.4)constituyeunaregularizaci´ondelaintegralen(7.7.5),queenesecasoes
divergente.
Teniendoencuenta(7.7.3),resultanaturaldeﬁnirlafuncionalxλ+,para−2<
λ<−1,apartirdelaecuaci´on(7.7.4)como
xλ+:=
(xλ+1+
λ+1
)′
, (7.7.6)
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queevidentementeeslinealycontinuaenK.
Enesascondiciones,para−2<λ<0,λ̸=−1y∀φ∈K,tenemos
(xλ+,φ
)=
∫1
0
xλ[φ(x)−φ(0)]dx+
∫∞
1
xλφ(x)dx+φ(0)λ+1, (7.7.7)
expresi´onquesereducea(7.7.2)para−1<λ<0.
Extendiendodeesemodoladeﬁnici´ondexλ+,hemosobtenidounaexpresi´on
paralosvaloresqueesafuncionaltomasobrefuncionesdeKquetienesentidoen
unaregi´onm´asampliadelpar´ametroλ,yquesereducealaexpresi´onoriginalpara
−1<λ<0.Dehecho,elsegundomiembrode(7.7.7)constituyeunaextensi´on
anal´ıticaenλdelsegundomiembrode(7.7.2).
Enefecto,paratodaφ(x)∈K,F(λ∗):=(xλ+,φ)esunafunci´onanal´ıticadeλ∗
enlaregi´on−1<ℜ(λ)<0(dondelafuncionalesregular).Suderivadaest´adada
por dFdλ∗ =
∫∞
0 lnxxλ∗φ(x)dx,yaqueestaintegralesabsolutayuniformemente
convergenteparaesosvaloresdeλ.Laextensi´onanal´ıticadeF(λ∗)permitedeﬁnir
lafuncionalxλ+paratodovalordeλdondeaquelaexiste.
Enesesentido,para−1<λ<0podemosescribir(xλ+,φ)delaforma6
(xλ+,φ
)=
∫1
0
xλ
[
φ(x)−
n−1∑
k=0
xk
k!φ
(k)(0)
]
dx+
+
∫∞
1
xλφ(x)dx+
n−1∑
k=0
φ(k)(0)
k!(λ+1+k).
(7.7.10)
Ahorabien,comofuncionesdeλ,laprimerintegralenelmiembrodeladerechade
(7.7.10)convergeparaℜ(λ)>−n−1,lasegundaconverge∀λcomplejo,mientras
6Esteprocedimientoessimilaralquepermiteextenderanal´ıticamenteladeﬁnici´ondelafun-
ci´onΓ(λ):paraλ>−1setiene
Γ(λ+1):=
∫∞
0
xλe−xdx=
∫1
0
xλ
[
e−x−
n∑
k=0
(−1)kxk
k!
]
dx+
∫∞
1
xλe−xdx+
+
n∑
k=0
(−1)k
k!(λ+1+k),
(7.7.8)
expresi´onqueseextiendeanal´ıticamenteaℜ(λ)>−n−1,ypresentapolossimplesenλ=
−1,−2,..,conresiduosdadospor
ResΓ(λ+1)|λ=−k−1=(−1)
k
k! . (7.7.9)
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quela´ultimasumapresentapolossimplesenλ=−1,−2,..,−n,cuyosresiduosson
Res(xλ+,φ)λ=−k−1=
φ(k)(0)
k! =
(−1)k
k!
(δ(k)(x),φ(x)). (7.7.11)
Podemosdecirentoncesqueladistribuci´onxλ+ seextiendeanal´ıticamente7a
todoelplanocomplejodelpar´ametroλ,presentandopolossimplesenlospuntos
λ=−1,−2,..,−n,conresiduosdadosporlasdistribuciones
Resxλ+ λ=−k−1=
(−1)k
k! δ
(k)(x). (7.7.16)
N´oteseque∀φ(x)∈Kconsoportecontenidoenlasemirrectax<0,lafunci´on
(xλ+,φ)esid´enticamentenulaparaℜ(λ)∈(−1,0).Enconsecuencia,suextensi´on
anal´ıticaalrestodelplanotomatambi´envaloresnulosparatalesfuncionesdeprue-
ba.Esdecir,elsoportedelaextensi´onanal´ıticadexλ+tambi´enest´acontenidoenel
semiejepositivox≥0.
Finalmente,se˜nalemosquexλ−1+ yΓ(λ)presentanpolossimplesparalosmismos
valoresdeλ(λ=−k,conk∈N).Entonces,ladistribuci´onΦλ:=xλ−1+ /Γ(λ),que
esregularparaℜ(λ)>0,existeporextensi´onanal´ıticaentodoelplanocomplejo
delpar´ametroλcomounadistribuci´onconsoporteenR+.Enparticular,de(7.7.16)
y(7.7.9)tenemosque
l´ımλ→−kΦλ=
Resxλ−1+ λ=−k
ResΓ(λ)|λ=−k=
(−1)kδ(k)(x)/k!
(−1)k/k! =δ
(k)(x), (7.7.17)
parak=0,1,2,....
7Esteprocedimientodedeﬁnici´ondefuncionalesporextensi´onanal´ıticaenunpar´ametroes
conocidocomoprocesoderegularizaci´ondeintegralesdivergentesysuelesermuyusadoen
F´ısicaporconvenienciadec´alculo.Porejemplo,laintegral
I=
∫∞
0
x−3/2(e−ax−e−bx)dx (7.7.12)
puedeserentendidacomoelvalorenλ=−3/2delafunci´onanal´ıticadeﬁnidapor
I(λ)=
∫∞
0
xλ(e−ax−e−bx)dx, (7.7.13)
integralqueconvergeparaℜ(λ)>−2.Peroparaℜ(λ)>−1,I(λ)puedeserescritacomo
I(λ)=
∫∞
0
xλe−axdx−
∫∞
0
xλe−axdx=
(
a−(λ+1)−b−(λ+1)
)
Γ(λ+1), (7.7.14)
yaquecadaintegralesconvergente.Envirtuddelaunicidaddelaextensi´onanal´ıtica,esaigualdad
vale∀λ≠−1,−2,..Enparticular,
I(−3/2)=
(
a1/2−b1/2
)
Γ(−1/2)=−
(√a−√b
)
2√π. (7.7.15)
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7.8. Transformaci´ondeFourierenK.ElespacioZ.
RecordemosqueelconjuntoC∞0(R)esunsubespaciodensodelespaciodeSch-
wartz(VerCap´ıtulo5).Seaφ(x)∈K⊂S.Entonces,sutransformadadeFourier
estambi´enunafunci´ondelespaciodeSchwartz,dadoqueF:S ↔S.
Perocomoesafunci´onesdesoportecompactotenemos
F[φ](σ)=ψ(σ)= 1√2π
∫a[φ]
−a[φ]
e−iσxφ(x)dx, (7.8.1)
dondeφ(x)=0∀x/∈(−a[φ],a[φ]).Enesascondiciones,ψ(s)puedeserdeﬁnida
paravalorescomplejosdesuargumento,s=σ+iτ.Enefecto,laintegral
ψ(s)= 1√2π
∫a[φ]
−a[φ]
e−iσxeτxφ(x)dx (7.8.2)
existeparatodos∈C,puestoque
|ψ(s)|≤e
|τ|a∥φ(x)∥1√2π . (7.8.3)
Similarmente,lasderivadasdetodoordendeψ(s)tambi´enexistenentodoel
planocomplejo.Elasest´andadaspor
ψ(n)(s)= 1√2π
∫a[φ]
−a[φ]
e−isx(−ix)nφ(x)dx, (7.8.4)
dadoqueesasintegralesconvergenabsolutayuniformementeensparatodon∈N:
ψ(n)(s)≤e
Ta∥xnφ(x)∥1√2π , para|ℑ(s)|≤T,conT>0. (7.8.5)
Porlotanto,latransformadadeFourierdeunafunci´ondelespacioKesuna
funci´onanal´ıticaentera(holomorfaentodoelplano-sinsingularidades,exceptoen
elinﬁnito).
YasabemosquedichatransformadadeFourierestambi´enunafunci´ondede-
crecimientor´apidosobreelejereal.Parascomplejotenemos
F[φ(q)](s)= 1√2π
∫a[φ]
−a[φ]
e−isxφ(q)(x)dx=
= 1√2π
∫a[φ]
−a[φ]
(is)qe−isxφ(x)dx=(is)qψ(s).
(7.8.6)
paratodoq,dedonderesultaque
|sqψ(s)|≤e
|ℑ(s)|a∥φ(q)(x)∥1√2π . (7.8.7)
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Similarmente,
sqψ(k)(s)≤e
|ℑ(s)|a∥(xkφ(x))(q)∥1√2π . (7.8.8)
Enconsecuencia,ψ(s)esunafunci´ondedecrecimientor´apidosobretodarecta
paralelaalejereal(ℑ(s)=constante).
Inversamente,todafunci´onanal´ıticaenteraψ(s)queveriﬁcadesigualdadesdela
forma
|sqψ(s)|≤Kq[ψ]e|ℑ(s)|a[ψ],∀q∈N (7.8.9)
(dondelasconstantesKqyadependendeψ(s))eslatransformadadeFourierde
unafunci´onφ(x)∈C∞0(R)queseanulaid´enticamentepara|x|≥a.
Elconjuntodelasfuncionesanal´ıticasenterasqueveriﬁcan(7.8.9)constituyeun
espaciolineal,denotadoporZ.Deesemodo,latransformaci´ondeFourierestablece
unacorrespondenciabiun´ıvocaentrelosespaciosKyZ,
F:K↔Z. (7.8.10)
RestringiendolosargumentosdelasfuncionescontenidasenZavaloresreales,
tenemosqueZ⊂SesunsubespaciodensodeL2(R).Enefecto,seaχ(σ)∈L2(R),
ysupongamosqueχ(σ)⊥Z.Entonces,
(χ,ψ)L2(R)=0,∀ψ(σ)∈Z ⇒
⇒(F−1[χ](x),φ(x))L2(R)=0,∀φ(x)∈K.
(7.8.11)
YcomoK=C∞0(R)esdensoenL2(R),esF−1[χ]=0⇒χ=0.Porlotanto,todo
vectordeL2(R)est´acontenidoenZ.
Laecuaci´on(7.8.4) muestraquesiψ(s)∈ Z ⇒ ψ(q)(s)∈ Z,dadoque
[(−ix)nφ(x)]∈K.Esdecir,
d
ds:Z →Z. (7.8.12)
Evidentemente,elespacioZtambi´enesinvariantefrentealproductoporfuncio-
nesanal´ıticasenterasdecrecimientopolinomialsobrerectashorizontales(enparti-
cular,polinomios):siP(s)esunafunci´onenteraque,paraciertasconstantesC>0
ym≥0yb>0,satisface
|P(s)|≤C(1+|s|m)e|ℑ(s)|b⇒P(s)ψ(s)∈Z,∀ψ(s)∈Z. (7.8.13)
Tambi´enesposibletrasladarlasfuncionesdeZsinsacarlasdeeseespacio.En
efecto,siψ(s)∈Z ⇒ψ(s+h)∈Z,∀h∈C.
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Porlodichoanteriormente,vemosquelatransformaci´ondeFourierestableceuna
correspondencia(lineal)biun´ıvocaentreelespacioKyelespacioZ,F:K↔Z.Es-
topermiteintroducirenZunsentidodeconvergenciaapartirdelaconvergencia
enK:sedicequeψn(s)→ ψ(s)enZsiφn(x)=F−1[ψn](x)→ φ(x)=F−1[ψ](x)
enK.
Estoimplica,enparticular,laconvergenciauniformeentodaregi´onacotadadel
planocomplejodelasecuenciadelasderivadasψ(k)n (s)alacorrespondientederivada
dell´ımite,ψ(k)(s).Enefecto8,como|φn(x)−φ(x)|<εn,∀x,tenemosque
ψ(k)n (s)−ψ(k)(s)= 1√2π
∫a
−a
e−isx(−ix)k[φn(x)−φ(x)]dx≤
≤a
ke|ℑ(s)|a√2π |φn(x)−φ(x)|1≤
akeTa√2π 2aεn,
(7.8.15)
∀|ℑ(s)|≤T,loquepuedehacersetanpeque˜nocomosequieracons´olotomarn
suﬁcientementegrande.
Porotraparte,comoψ(s)∈Zesunafunci´onanal´ıticaentera,suseriesdeTaylor
convergeentodoelplanocomplejo.Entonces,paralafunci´ontrasladadapodemos
escribir
ψ(s+h)=
∞∑
k=0
hk
k!ψ
(k)(s),∀h∈C. (7.8.16)
Estaserietambi´enconvergeenelsentidodelaconvergenciaenelespacioZ,pues
F−1
[n∑
k=0
hk
k!ψ
(k)(s)
]
(x)=
n∑
k=0
hk
k!F
−1[ψ(k)(s)](x)=
=
n∑
k=0
hk
k!(−ix)
kφ(x)−→n→∞ e−ihxφ(x)
(7.8.17)
enelsentidodelaconvergenciaenK.
8Similarmente,
(is)q
[
ψ(k)n (s)−ψ(k)(s)
]
= 1√2π
∫a
−a
e−isx{(−ix)k[φn(x)−φ(x)]}(q)≤
≤ 1√2πe
|ℑ(s)|a|{xk[φn(x)−φ(x)]}(q)|1→0
(7.8.14)
cuandon→∞.
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7.9. DistribucionessobreZ
DeformasimilaracomosehizoconelespacioK,seintroducenlasfuncionales
linealesycontinuassobreelespacioZ.Estasdistribuciones,quepuedenserre-
gularesosingulares(conelmismosigniﬁcadoqueantes),conformanelespaciodual
Z∗respectodeoperacioneslinealesdeﬁnidasdelamismamaneraqueantes.
Adem´as,sedeﬁnelaconvergenciad´ebilenZ∗demodoque
gn→gsi(gn,ψ)→(g,ψ),∀ψ(σ)∈Z. (7.9.1)
Tambi´ensedeﬁneunaoperaci´ondederivaci´onsobreelementosdeZ∗demodo
que,paratodafunci´onψ(σ)∈Z,ladistribuci´onderivadasatisface
(g′,ψ)=−(g,ψ′). (7.9.2)
Aligualqueladerivaci´onenK∗,´estaesunaoperaci´oncontinua:sign→ genZ∗,
entonces(g′n,ψ)=−(gn,ψ′)→−(g,ψ′)=(g′,ψ).
Enparticular,L2(R)⊂Z∗.Enefecto,sig(σ)∈L2(R),elapermitedeﬁniruna
distribuci´onregularsobreZcomoelproductoescalar
(g,ψ):=(g,ψ)L2(R). (7.9.3)
Estafuncionalesevidentementelineal.Paraverquetambi´enescontinua,tomemos
unasecuenciaψn(σ)→ ψ(σ)enZ.Estosigniﬁcaquesusantitransformadasde
Fourierφn(x)→ φ(x)enKy,porlotanto,tambi´enconvergenenmedia.Enesas
condiciones,siendof(x)=F−1[g](x)(enelsentidodeL2(R)),yteniendoencuenta
laspropiedadesdeFylacontinuidaddelproductoescalarenL2(R),tenemos
(g,ψn)=(g,ψn)L2(R)=(f,φn)L2(R)→n→∞
→(f,φ)L2(R)=(g,ψ)L2(R)=(g,ψ).
(7.9.4)
7.10. Transformaci´ondeFourierenK∗
HemosvistoquelatransformadadeFourierestableceunacorrespondenciabi-
un´ıvocaentreloselementosdelosespaciosKyZ,quepreservalasoperaciones
linealesylaconvergenciadesecuencias.Esposibleestablecerunacorrespondencia
similarentrelosrespectivosespaciosduales,K∗yZ∗,quegeneralizalacorrespon-
denciainducidaporFentresussubespaciosL2(R).
Enefecto,paratodaf(x)∈L2(R),cuyatransformadag(σ)=F[f](σ)∈L2(R),
yparatodafunci´onφ(x)∈K,cuyatransformadaψ(σ)=F[φ](σ)∈Z,tenemos
(f,φ)K=(f,φ)L2(R)=(g,ψ)L2(R)=(g,ψ)Z, (7.10.1)
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dondehemosincluidocomosub´ındiceelespacioenqueact´uacadafuncional.
Dadaf∈K∗diremosqueg∈Z∗essutransformadadeFouriersi,paratoda
ψ(σ)∈Z,secumpleque
(g,ψ)Z=(f,φ)K, (7.10.2)
dondeφ(x)=F−1[ψ](x)∈K.Estarelaci´onpuedeentendersecomounagenerali-
zaci´ondelaigualdaddeParseval.
Cadadistribuci´onf∈K∗deﬁne,atrav´esdeesarelaci´on,unafuncionallinealy
continuasobreZ,quedenotamosporF[f]:
(F[f],ψ)Z:=
(f,F−1[ψ])K. (7.10.3)
Enefecto,esevidentequeF[f]as´ıdeﬁnidaeslineal.Veamosquetambi´enesconti-
nua.Consideremosunasecuenciaconvergenteφn(x)→φ(x)enK;sustransforma-
dasdeFourierψn(σ)→ψ(σ)enZ.Entonces,de(7.10.3)resultaque
(F[f],ψn)Z=(f,φn)K→(f,φ)K=(F[f],ψ)Z, (7.10.4)
dadalacontinuidaddef.
Enesesentido,todadistribuci´onsobreKtieneunatransformadadeFourier,que
esunelementodeZ∗,
F:K∗→Z∗. (7.10.5)
Adem´as,sif1,f2∈K∗tienenlamismatransformada,F[f1]=F[f2]∈Z∗,entonces
∀φ∈Ktenemos(F[f1−f2],ψ)Z=(f1−f2,φ)K=0⇒f1=f2.
Inversamente,todadistribuci´onsobreZdeﬁne,atrav´esdelaec.(7.10.2),una
distribuci´onsobreKdelaqueessutransformadadeFourier.Enconsecuencia,Fes
unaaplicaci´onbiun´ıvocadeK∗sobreZ∗,F:K∗↔Z∗.Suinversa,F−1:Z∗→K∗,
satisfaceque
(F−1[g],φ)K=(g,F[φ])Z,∀φ(x)∈K, (7.10.6)
ysetienequeF−1[F[f] =f,∀f∈K∗yF[F−1[g] =g,∀g∈Z∗.
Latransformaci´ondeFourierF:K∗→Z∗esunaaplicaci´oncontinua(respecto
delaconvergenciad´ebildefuncionales).Enefecto,sifn → fenelespacioK∗
entonces,paratodaψ(σ)∈Z,setiene
(F[fn],ψ)Z=(fn,φ)K→(f,φ)K=(F[f],ψ)Z, (7.10.7)
dondeφ(x)=F−1[ψ](x).Porlotanto,tambi´ensetienequeF[fn]→F[f]enZ∗.
Similarmente,suinversaF−1:Z∗→K∗estambi´enunaaplicaci´oncontinua.
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Puedecomprobarsef´acilmentequesonv´alidaslasmismasf´ormulasqueparalas
transformadasyantitransformadasdeFourierdederivadasdefuncionesenS:
F[f]′=F[−ixf]⇒F[P(x)f]=P(iddσ)F[f],
F[f′]=iσF[f]⇒P(σ)F[f]=F[P(−iddx)f].
(7.10.8)
Porejemplo,
(F[f]′,ψ(σ))Z=−(F[f],ψ′(σ))Z=−(f,−ixφ(x))K=
=(−ixf,φ(x))K=(F[−ixf],ψ(σ))Z,∀ψ(σ)∈Z.
(7.10.9)
Ejemplo7.11.LatrasformadadeFourierdeladistribuci´onδ(x)est´adadapor
(F[δ(x)],ψ(σ))Z=(δ(x),φ(x))K=φ(0)=
= 1√2π
∫∞
−∞
ψ(σ)dσ=
( 1√2π,ψ(σ)
)
Z
,∀ψ(σ)∈Z.
(7.10.10)
Porlotanto,F[δ(x)]=1/√2π.
Similarmente,paralatransformadadeFourierdeunaconstantetenemos
(F[1],ψ(σ))Z=(1,φ(x))K=
∫∞
−∞
φ(x)dx=√2πψ(0)=
=
(√2πδ(σ),ψ(σ)
)
Z
(7.10.11)
paratodaψ(σ)∈Z.Entonces,F[1]=√2πδ(σ).
Ejemplo7.12.ConsideremosahoraunpolinomioP(x)(/∈L2(R)).Tenemos
F[P(x)]=F[P(x)1]=P
(
iddσ
)
F[1]=√2πP
(
iddσ
)
δ(σ), (7.10.12)
queesunadistribuci´onconsoporteconcentradoenelorigen.
Similarmente,
F
[
P
(
−iddx
)
δ(x)
]
=P(σ)F[δ(x)]= 1√2πP(σ). (7.10.13)
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Ejemplo7.13.Lafunci´onebx∈C∞(R)deﬁneunadistribuci´onregulary,enese
sentido,tieneunatransformadadeFourier.Enefecto,tenemos
(F[ebx],ψ(σ))Z=
(ebx1,φ(x))K=
(1,eb∗xφ(x))K=
(√2πδ(σ),ψ(σ−(ib)∗)
)
Z
=√2πψ(−(ib)∗)=
=√2π
∞∑
k=0
[(−ib)∗]k
k! ψ
(k)(0)=
=√2π
∞∑
k=0
[(−ib)∗]k
k!
((−1)kδ(k)(σ),ψ(σ)),
(7.10.14)
paratodafunci´on(entera)ψ(σ)∈Z.Laconvergenciadeesaserienum´ericaparato-
dafunci´ondepruebacorrespondealaconvergenciad´ebildelaseriededistribuciones
(formalmenteunaseriedeTaylor)
δ(σ+ib):=F[ebx](σ)=
∞∑
k=0
(ib)k
k!δ
(k)(σ), (7.10.15)
dondeladistribuci´onδ(σ+ib)as´ıdeﬁnidatienesoporteconcentradoenunu´nico
punto,demodoquetomaelvalornulosobresobretodafunci´ondepruebaquese
anuleens=−(ib)∗.
Enelcasogeneral,elhechodequelasfuncionesdelespacioZseananal´ıticas
enteraspermitedeﬁnirfuncionalestrasladadas,g(σ)→g(σ+h),mediantelarelaci´on
(g(σ+h),ψ(σ))Z:=(g(σ),ψ(σ−h∗))Z,∀ψ(σ)∈Z, (7.10.16)
loqueevidentementecorrespondeaunafuncionallinealycontinua.T´engaseen
cuentaquesiψn(σ)→ ψ(σ)enZ,tambi´enconvergelasecuenciadefunciones
desplazadas,ψn(σ−h∗)→ψ(σ−h∗).
TeniendoencuentaquelaseriedeTaylorparaψ(σ)tambi´enconvergeenZ,y
quegescontinua,tenemos
(g(σ+h),ψ(σ))Z=
∞∑
k=0
(−h∗)k
k!
(g(σ),ψ(k)(σ))Z=
=l´ımn→∞
( n∑
k=0
hk
k!g
(k)(σ),ψ(σ)
)
Z
,
(7.10.17)
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dedonderesultalaconvergenciad´ebildelaserie
g(σ+h)=
∞∑
k=0
hk
k!g
(k)(σ). (7.10.18)
Enesesentido,lasdistribucionessobreZsonanal´ıticasenteras.
Consideremosahoraunadistribuci´onf∈K∗desoportecompactocontenidoen
[−a,a].Yasabemosque,∀ε>0,talesfuncionalespuedenserrepresentadascomo
sumasdederivadasdedistribucionesregularesdeﬁnidasporfuncionescontinuas
fε,k(x)consoportecontenidoen[−(a+ε),a+ε](verec.(7.5.32)),
f=
n∑
k=0
(fε,k(x))(k). (7.10.19)
SutransformadadeFourierest´adadapor
(F[f],ψ)Z=(f,F−1[ψ])K=
∑n
k=0(−1)k
(
fε,k(x),(F−1[ψ](x))(k)
)
K
=
=∑nk=0(−1)k
(F[fε,k(x)],(iσ)kψ(σ))Z=
(∑n
k=0(iσ)kgε,k(σ),ψ(σ)
)
Z,
(7.10.20)
donde
gε,k(s):=F[fε,k(x)](s)=
∫a+ε
−(a+ε)
e−isxfε,k(x)dx√2π, (7.10.21)
latransformadadeFourierdeunafunci´oncontinuadesoportecompacto,esuna
funci´onanal´ıticaenteradesuargumentoquesatisface
g(q)ε,k(s)≤e|ℑ(s)|(a+ε)(a+ε)
q
√2π ∥fε,k(x)∥1. (7.10.22)
Enconsecuencia,∀ε>0,latransformadadeFourierdeunadistribuci´onde
soportecompactopuedeserrepresentadacomounadistribuci´onregulardeﬁnida
porunafunci´onanal´ıticaenteradecrecimientopolinomialenladirecci´ondeleje
real,
F[f]=g(σ)=
n∑
k=0
(iσ)kgε,k(σ). (7.10.23)
Finalmente,obtendremoslatransformadadeFourierdeladistribuci´onxλ+.Para
elotendremosencuentaqueF:K∗→Z∗esunaaplicaci´oncontinua.
Ejemplo7.14.Consideremoslafunci´on(localmenteintegrable)e−τxxλ+,con
τ>0yλ>0,queconvergeuniformementeaxλ+ entodointervalocerrado[a,b],
paraτ→ 0+.Entonces,tambi´enconverged´ebilmentelacorrespondientesecuencia
defuncionalesregulares:
l´ım
τ→0+
e−τxxλ+=xλ+enK∗⇒ l´ımτ→0+F
[e−τxxλ+
]=F[xλ+
]enZ∗. (7.10.24)
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Ahorabien,paraτ>0yλ>0,e−τxxλ+∈L2(R),porloquesutransformadade
Fouriercomodistribuci´onesunafuncionalregulardeterminadaporsutransformada
comofunci´on.Teniendoencuentaque,adem´as,e−τxxλ+∈L1(R),dichatransformada
est´adadaporlaintegral
F[e−τxxλ+
](σ)= 1√2π
∫∞
0
e−i(σ−iτ)xxλdx. (7.10.25)
Cambiandolavariabledeintegraci´onporξ=i(σ−iτ)xycorriendoelcaminode
integraci´ondelasemirecta[0,(τ+iσ)∞)alsemiejerealpositivotenemos
F[e−τxxλ+
](σ)=e
−i(λ+1)π/2
√2π (σ−iτ)
−λ−1
∫∞
0
e−ξξλdξ=
=Γ(λ+1)e
−i(λ+1)π/2
√2π (σ−iτ)
−λ−1.
(7.10.26)
Enesascondiciones,
F[xλ+
]=Γ(λ+1)e
−i(λ+1)π/2
√2π (σ−i0)
−λ−1, (7.10.27)
distribuci´ondeﬁnidaporell´ımited´ebil
(σ−i0)−λ−1:=l´ım
τ→0+
(σ−iτ)−λ−1. (7.10.28)
Porotraparte,paratodaψ(σ)∈Zy∀λ>0,
(F[xλ+],ψ
)
Z=
(xλ+,φ
)
K, (7.10.29)
dondeφ(x)=F−1[ψ](x).Peroyahemosvistoqueelmiembrodeladerechase
extiendeanal´ıticamente(demanerau´nica)atodoelplanocomplejodelavariable
λ,presentandopolossimplesenλ=−1.−2,...Porlotanto,lafuncionalF[xλ+
]
tambi´enseextiendeanal´ıticamenteatodoelplanoλ,presentandolosmismospolos.
De(7.10.29)resultaquedichaextensi´onrepresentalatransformadadeFourierde
laextensi´onanal´ıticadexλ+paratodoλ̸=−1,−2,....
Enparticular,lafuncionalΦλ+1:=xλ+/Γ(λ+1)existeentodoelplanocomplejo
λytieneportransformadadeFouriera
F[Φλ+1]=F
[ xλ+
Γ(λ+1)
]
=e
−i(λ+1)π/2
√2π (σ−i0)
−λ−1. (7.10.30)
Enparticular,paraλ→−k−1,teniendoencuentalaecuaci´on(7.7.17),tenemos
F[δ(k)(x)]=e
ikπ/2
√2πσ
k, (7.10.31)
enacuerdocon(7.10.8).
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7.11. Distribucionestemperadas
Elconjuntodelasfuncionaleslinealesycontinuas(respectodelaconvergencia
uniformedelasderivadasdetodoordenentodalarecta)deﬁnidassobreelespacio
deSchwartz,S ⊃K,constituyeelespaciodelasdistribucionestemperadas,
S∗⊂K∗9.
ElnombresejustiﬁcaporelhechodequeestesubespaciodeK∗nocontiene
distribucionesregularesdecrecimientor´apido,comoebxconℜ(b)̸=0,ques´ıtienen
sentidosobreK.
Lasdeﬁnicionesdelasoperacioneslineales,dederivaci´onypasajeall´ımiteen
S∗sonenteramentesimilaresalasdadasanteriormente,ynoser´anrepetidasaqu´ı.
Tambi´ensepuededeﬁnirelproductodedistribucionestemperadasporfunciones
conderivadasdetodoordendecrecimientopolinomial:h(x)∈C∞(R)talesque
h(q)(x)≤Cq(1+|x|)kq,q=0,1,2,..., (7.11.1)
paraciertasconstantesCqykqquedependendeh(x).
Sepuededemostrarquetodadistribuci´onsobreelespacioSesladerivadade
ciertoordenﬁnitodeunadistribuci´onregulardeﬁnidaporunafunci´oncontinuade
crecimientoalosumopolinomial.
Porotraparte,dadoqueF:S ↔S,resultaquelastransformadasdeFourierde
distribucionessobreSsontambi´enfuncionalessobreesemismoespacio.Dehecho,
Fesunaaplicaci´onbiun´ıvocasobreS∗,
F:S∗↔S∗. (7.11.2)
7.12. Productodirectodedistribuciones
Seaφ(x,y)∈C∞0(R2).Puededeﬁnirseunafuncionallinealycontinua(respecto
delaconvergenciauniformedelasderivadasparcialesdetodoorden)sobreese
espaciomedianteelproductodirectodedosdistribucionesenunavariable:
(f(x)×g(y),φ(x,y)):=(f(x),(g(y),φ(x,y))). (7.12.1)
Enefecto,paraxﬁjo,φ(x,y)∈Ky,demodoquetienesentidotomar
χ(x):=(g(y),φ(x,y)), (7.12.2)
loquedeﬁneunafunci´ondesoportecompacto(dadoqueφ(x,y)esdesoporte
compactoenR2,yseanulapara|x|≥a[φ],∀y).
9N´oteseque,comoZ⊂S ⇒S∗⊂Z∗
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Porotraparte,dadoqueφ(x,y)∈C∞,porelteoremadelvalormediopodemos
escribir
∂kyφ(x+ε,y)−∂kyφ(x,y)
ε −∂x∂
kyφ(x,y)=
= ∂x∂kyφ(x+ε1,y)−∂x∂kyφ(x,y)= ε1∂2x∂kyφ(x+ε2,y)<
<|ε|Mk[φ]→ε→00, ∀x,y∈R,∀k∈N,
(7.12.3)
donde|ε|>|ε1|>|ε2|>0.
Entonces,
l´ımε→0
φ(x+ε,y)−φ(x,y)
ε =∂xφ(x,y),enKy,∀x∈R (7.12.4)
(donde∂xφ(x,y)∈C∞0(R2)).Enconsecuencia,comogesunafuncionalcontinua,
∀x∈Rtenemos
χ′(x)=l´ımε→0
(
g(y),φ(x+ε,y)−φ(x,y)ε
)
=(g(y),∂xφ(x,y)). (7.12.5)
Conelmismoargumentovemosque,engeneral,
χ(n)(x)=(g(y),∂nxφ(x,y)). (7.12.6)
Porlotanto,χ(x)∈C∞0(R),yelproductodirectoest´abiendeﬁnido:
(f(x)×g(y),φ(x,y))=(f(x),χ(x)). (7.12.7)
7.13. Productodeconvoluci´onenL1(R)
Seanf(x),g(x)∈L1(R).Lafunci´ondeﬁnidaporlaconvoluci´ondef(x)yg(x),
h(x)=(f∗g)(x):=
∫∞
−∞
f(x−y)g(y)dy∈L1(R). (7.13.1)
Enefecto,
∥h∥1=
∫∞
−∞
|h(x)|dx≤
∫∞
−∞
∫∞
−∞
|f(x−y)||g(y)|dydx=
=
∫∞
−∞
∫∞
−∞
|f(x)||g(y)|dxdy=∥f∥1∥g∥1,
(7.13.2)
dondesehacambiadoelordendeintegraci´on(loqueest´ajustiﬁcadoporelteorema
deFubini,yaquelaintegraldobleexiste),ysehacambiadolavariabledeintegraci´on
x→x+y.
As´ıdeﬁnido,elproductodeconvoluci´onesasociativoyconmutativo,
(f∗g)∗h=f∗(g∗h), f∗g=g∗f. (7.13.3)
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Porejemplo,
(f∗g)(x)=
∫∞
−∞
f(x−y)g(y)dy=
∫∞
−∞
f(z)g(x−z)dz=(g∗f)(x), (7.13.4)
dondesehacambiadolavariabledeintegraci´onporz=x−y.
Laconvoluci´on(f∗g)(x)∈L1(R)permitedeﬁnirunadistribuci´onregularsobre
K,
(f∗g,φ)=
∫∞
−∞
{∫∞
−∞
f(x−y)g(y)dy
}∗
φ(x)dx, (7.13.5)
dondeφ(x)∈K.Comoestafunci´onesacotada,laintegraldobleexiste;entonces
sepuedecambiarelordendelasintegralesylavariabledeintegraci´onx→ x+y,
paraobtener
(f∗g,φ)=
∫∞
−∞
∫∞
−∞
f(x−y)∗g(y)∗φ(x)dxdy=
=
∫∞
−∞
∫∞
−∞
f(x)∗g(y)∗φ(x+y)dxdy=
∫∞
−∞
f(x)∗(g(y),φ(x+y))dx,
(7.13.6)
yaquelafunci´ondesplazadaφ(x+y)∈Ky.
EnlaSecci´onanteriorhemosvistoquelafunci´on
χ(x)=(g(y),φ(x+y))∈C∞(R) (7.13.7)
comoconsecuenciadelacontinuidaddegydequeφ(x+y)∈C∞(R2).Pero,en
general,χ(x)noesunafunci´ondesoportecompactoenlarectadebidoaqueφ(x+y)
noesdesoportecompactoenelplano,sinoquetomavaloresconstantessobrelas
rectasx+y=constante.
Noobstante,existenciertoscasosenlosque
(f∗g,φ)=
∫∞
−∞
f(x)∗χ(x)dx (7.13.8)
puedeinterpretarsecomoelvalorqueladistribuci´onftomasobreunafunci´ondel
espacioK.
Porejemplo,supongamosquelafunci´ong(y)seadesoportecompactoenlarecta
y.Comoφ(x+y)tambi´enloes,ysusoportesedesplazaamedidaquesevar´ıax,
sevequepara|x|suﬁcientementegrandelaintersecci´ondeambossoportesesvac´ıa.
Enesascondiciones,χ(x)∈C∞0(R)y
(f∗g,φ)=(f,χ). (7.13.9)
Comoelproductodeconvoluci´onessim´etrico,lamismaconclusi´onseobtienesi
f(x)esdesoportecompacto,intercambiandolosrolesdeg(x)yf(x).
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Supongamosahoraqueelsoportedeg(y)s´oloest´eacotadodeunlado,digamos
porabajo.Comoelsoportedeφ(x+y)sedesplazahacialaizquierdacuandox
crece,paraxsuﬁcientementegrandelaintersecci´ondeambossoportesesvac´ıa.En
consecuencia,existeuna[φ]talquesix≥a[φ],entonceslafunci´onχ(x)=0.Es
decir,enestecasoχ(x)∈C∞(R),ysusoporteest´aacotadoporarriba.
Ahorabien,sielsoportedelafunci´onf(x)tambi´enest´aacotadoporabajo,la
intersecci´ondelossoportesdef(x)yχ(x),Sop(f(x))∩Sop(χ(x)),esuncompacto.
Laintegralenelsegundomiembrode(7.13.8)s´oloessensiblealosvaloresdeχ(x)
enesaintersecci´on,ysuvalornocambiasicambiamoslafunci´onχ(x)porotra
funci´ondeC∞0(R)quecoincidaconelaenelsoportedef(x):
χ(x)→ χˆ(x)∈K,talqueχˆ(x)=χ(x),∀x∈Sop(f(x)). (7.13.10)
Enesascondiciones,
(f∗g,φ)=
∫∞
−∞
f(x)∗χ(x)dx=
∫∞
−∞
f(x)∗ˆχ(x)dx=(f,ˆχ). (7.13.11)
Similaresconclusionesseobtienenparaelcasoenquelossoportesdef(x)yg(x)
est´enambosacotadosporarriba.
Vemosentoncesque,almenoscuando
unadelasfuncionesf(x)og(x)tienesoportecompacto,
ambasfuncionestienensoporteacotadodelmismolado,
ladistribuci´onregulardeﬁnidaporelproductodeconvoluci´onf∗gpuededescribirse
como
(f∗g,φ)=(f,ˆχ) (´o(g,ˆχ)), (7.13.12)
dondeχˆ(x)∈Kestalque
χˆ(x)=χ(x)=(g(y),φ(x+y)),∀x∈Sop(f(x)). (7.13.13)
N´otesequeenamboscasoslaintersecci´on
Sop(f(x)×g(y))∩Sop(φ(x+y)) (7.13.14)
esuncompactoenelplano.Conunrazonamientosimilaralanterior,tambi´en
podr´ıamoscambiar
φ(x+y)→ φˆ(x,y)∈C∞0(R2),talque
φˆ(x,y)=φ(x+y),∀⟨x,y⟩∈Sop(f(x)×g(y)),
(7.13.15)
yrepresentaraladistribuci´onf∗gcomounproductodirectodedistribuciones,
((f∗g)(x),φ(x))=(f(x)×g(y),ˆφ(x,y)). (7.13.16)
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7.14. Productodeconvoluci´onenK∗
Teniendoencuentaqueparamostrarqueχ(x)=(g(y),φ(x+y))∈C∞(R)
s´olohemosrecurridoalacontinuidaddelafuncionalg,vemosquelasmismas
consideracioneshechasenlaSecci´onanteriorvalenparatodopardedistribuciones
f,g∈K∗.
Entonces,cuandolaintersecci´ondelossoportesSop(f(x)×g(y))∩Sop(φ(x+y))
esuncompactoenelplano,loqueocurrealmenoscuando
fo´gesdesoportecompacto,
fygtienensoporteacotadodelmismolado,
podemosdeﬁnirelproductodeconvoluci´ondeesasdistribucionescomounpro-
ductodirecto:∀φ(x)∈K,
((f∗g)(x),φ(x)):=(f(x)×g(y),ˆφ(x,y)), (7.14.1)
dondeφˆ(x,y)∈C∞0(R2)talque
φˆ(x,y)=φ(x+y),∀⟨x,y⟩∈Sop(f(x)×g(y)). (7.14.2)
Enesascondiciones,sepuededemostrarqueelproductodeconvoluci´ondedis-
tribucionestienelasmismaspropiedadesdeasociatividadyconmutatividadquela
convoluci´ondefuncionesenL1(R),ecuaci´on(7.13.3).
Ejemplo7.15.Sifygsondistribucionesregularesdeﬁnidasporfunciones
localmentesumables,f(x)yg(x),quetienensusoportecontenidoenlasemirrecta
x≥0,tenemos
(f∗g,φ)=
(
f(x),(g(y),φ(x+y))
)
=
=
∫∞
0
f(x)∗
∫∞
0
g(y)∗φ(x+y)dydx=
=
∫a[φ]
0
f(x)∗
∫a[φ]
x
g(y−x)∗φ(y)dydx=
=
∫a[φ]
0
{∫y
0
f(x)g(y−x)dx
}∗
φ(y)dy=
=
(∫y
0
f(x)g(y−x)dx,φ(y)
)
,
(7.14.3)
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dondeφ(x)∈Ktalqueφ(x)=0,∀x>a[φ].Entonces,laconvoluci´onf∗gesla
distribuci´onregulardadaporlafunci´on
(f∗g)(x)=
∫x
0
f(ξ)g(x−ξ)dξ=
∫x
0
f(x−ξ)g(ξ)dξ. (7.14.4)
Lafuncionalδ(x−a)esdesoportecompacto,aligualquesusderivadasdetodo
orden,demodoqueexistesuconvoluci´oncontodootroelementodeK∗:∀φ(x)∈K
setiene
(δ(x−a)∗f(x),φ(x))=(f(x)∗δ(x−a),φ(x))=
=(f(x)(δ(y−a),φ(x+y)))=(f(x),φ(x+a)).
(7.14.5)
Recordandoque
(f(x−a),φ(x)):=(f(x),φ(x+a)) (7.14.6)
vemosque
δ(x−a)∗f(x)=f(x)∗δ(x−a)=f(x−a). (7.14.7)
Enparticular,paraa=0,
δ(x)∗f(x)=f(x)∗δ(x)=f(x), (7.14.8)
loquemuestraqueδ(x)eslaunidadrespectodelproductodeconvoluci´on.
SiDxesunoperadordiferencialacoeﬁcientesconstantes,tenemos
(Dxδ(x)∗f(x),φ(x))=(f(x),(Dyδ(y),φ(x+y)))=
=(f(x),(δ(y),D∗yφ(x+y)
))=(f(x),(δ(y),D∗xφ(x+y)))=
=(f(x),D∗xφ(x))=(Dxf(x),φ(x)).
(7.14.9)
Porlotanto,
Dxδ(x)∗f(x)=Dxf(x). (7.14.10)
Adem´as,
(Dx(f∗g)(x),φ(x))=((f∗g)(x),D∗xφ(x))=
=
(
f(x),(g(y),D∗x+yφ(x+y)
))=
(
f(x),(Dyg(y),φ(x+y))
)
=
=(f(x)∗Dxg(x),φ(x))
(7.14.11)
demodoque
Dx(f∗g)(x)=f(x)∗Dxg(x)=Dxf(x)∗g(x). (7.14.12)
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Entonces,unoperadordiferencialacoeﬁcientesconstantesaplicadosobreunpro-
ductodeconvoluci´onact´uasobreunocualquieradelosfactores.
Lema7.1.Delaconvergenciafn → fenK∗sededucelaconvergenciade
fn∗g→f∗gen,almenos,lassiguientescondiciones:
lossoportesdelasdistribuciones{fn}est´ancontenidosenunmismocon-
juntocompacto,
gesdesoportecompacto,
lossoportesde{fn}ygest´anacotadosdelmismoladoydemanerainde-
pendienteden.
Enesoscasos,elproductodeconvoluci´onescontinuoenK∗,
l´ımn→∞(fn∗g)=
(
l´ımn→∞fn
)
∗g. (7.14.13)
Corolario7.0.1.Silafuncionalftdependedeunpar´ametrotyexistesude-
rivadad´ebilrespectodet,
(∂tft(x),φ(x)):=l´ımε→0
(ft+ε(x)−ft(x)
ε ,φ(x)
)
, (7.14.14)
entonces
∂t(ft∗g)=∂tft∗g (7.14.15)
encualquieradelassiguientescondiciones:
lasfuncionalesfttienensussoportescontenidosenunmismoconjuntocom-
pacto,independientedet,
gesdesoportecompacto,
ftygtienensoportesacotadosdelmismolado,ydemaneraindependiente
det.
EssabidoquelatransformadadeFourierdeunproductodeconvoluci´onde
funcionessumablesenlarecta,f1(x),f2(x)∈L1(R),est´adadoporelproductode
sustransformadasdeFourier,F[f1∗f2](σ)=√2πF[f1](σ)F[f2](σ).Veremosque
estapropiedadseextiendealproductodeconvoluci´ondedistribucionessobreel
espacioKcuandounodelosfactoresesunafuncionaldesoportecompacto.
Enefecto,sif1,f2∈K∗yf2esdesoportecompacto,elproductodeconvoluci´on
f1∗f2est´adeﬁnidopor
(f1∗f2,φ)=(f1,χ), (7.14.16)
donde
χ(x)=(f2(y),φ(x+y))∈C∞0(R). (7.14.17)
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YasabemosquelatransformadadeFourierdeunadistribuci´ondesoportecom-
pactopuedeserrepresentadacomounadistribuci´onregularsobreelespacioZ,de-
ﬁnidaporunafunci´onanal´ıticaenteradecrecimientopolinomial(verec.(7.10.23)),
F[f2](σ)=g2(σ).Enesascondiciones,
χ(x)=(f2(y),φ(x+y))K=(F[f2(y)],F[φ(x+y)])Z=
=(g2(σ),eiσxψ(σ))Z=
∫∞
−∞eiσxg∗2(σ)ψ(σ)dσ=
=√2πF−1[g∗2(σ)ψ(σ)](x),
(7.14.18)
dondeψ(σ)=F[φ(x)](σ)ydondehemostenidoencuentaqueelproductog∗2(σ)ψ(σ)∈
Z.
Enconsecuencia,
(f1∗f2,φ)K=
(f1,√2πF−1[g∗2(σ)ψ(σ)]
)
K=
(F[f1],√2πg∗2(σ)ψ(σ)
)
Z=
(√2πg2(σ)F[f1],ψ(σ))Z=
=(F[f1∗f2],ψ)Z,∀ψ(σ)∈Z.
(7.14.19)
Porlotanto,
F[f1∗f2]=
√2πF[f1]F[f2], (7.14.20)
dondeunadelasdistribucionestienesoportecompactoysutransformadadeFourier
esunafunci´onanal´ıticaenteradecrecimiento(alosumo)polinomial.
7.15. Aplicacionesdelproductodeconvoluci´on
7.15.1. Ecuacionesel´ıpticas.Seaρ(x),x∈R3,unadensidaddemasacon-
tinuaydesoportecompacto.Elpotencialgravitatorioqueproducesatisfacela
ecuaci´ondiferencialdePoisson,
△v(x)=ρ(x), (7.15.1)
cuyasoluci´onesunafunci´onconderivadascontinuasdesegundoordendadaporla
integral
v(x)=−14π
∫
R3
ρ(y)
∥x−y∥d
3y. (7.15.2)
Ahorabien,esaexpresi´ontieneelaspectodeunaconvoluci´on(entresdimensio-
nes):
v=G∗ρ, (7.15.3)
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dondelafunci´ondeGreendelLaplaciano(verEjemplo7.16),G= −14πrconr=∥x∥,esunadistribuci´onregulardeﬁnidasobreC∞0(R3)quesatisface
△G(x)=δ(x). (7.15.4)
Consideremosahoraunadistribuci´onarbitrariadesoportecompacto,ρ∈C∞0(R3)∗.
Ladistribuci´ondeﬁnidaporlaconvoluci´onv=(−14πr
)∗ρsatisfacelaecuaci´onde
Poisson,
△v=△
(−1
4πr∗ρ
)
=
(
△−14πr
)
∗ρ=δ∗ρ=ρ. (7.15.5)
Engeneral,dadaunaecuaci´ondiferencialel´ıpticaacoeﬁcientesconstantes,
Lu=f, (7.15.6)
elapuedeserestudiadaenelespaciodedistribuciones(tomandoporinhomogenei-
dadfaunadistribuci´ondesoportecompacto).
Lafunci´ondeGreendeLesunadistribuci´onquesatisface
LG=δ. (7.15.7)
Elaest´adeﬁnidaa menosdeunasoluci´ondelaecuaci´onhomog´enea.SiGes
conocida,unasoluci´onparticulardelaecuaci´oninhomog´enea(7.15.6)puedeser
escritacomou=G∗f.Enefecto,
Lu=L(G∗f)=LG∗f=δ∗f=f. (7.15.8)
Ejemplo7.16.Lafunci´ondeGreendelLaplacianoenunespaciodedimensi´on
neslasoluci´ondelaecuaci´ondiferencialinhomog´enea
△G=δ⇒G= r
2−n
(2−n)Ωn,n>2, (7.15.9)
dondeΩn= 2π
n/2
Γ(n/2)eslasuperﬁciedelaesferaderadio1endichoespacio.
Enefecto,comor2−nesunadistribuci´onregular(respectodela medidade
integraci´ondnx=rn−1drdΩ),paraφ(r,Ω)∈C∞0(Rn)tenemos
(△r2−n,φ)=(r2−n,△φ)=l´ım
ε→0+
∫
r≥ε
r2−n△φ(x)dnx=
=l´ım
ε→0+
∫
r≥ε
{−→∇·
[
r2−n−→∇φ(x)−φ(x)−→∇r2−n
]
+φ(x)△r2−n
}
dnx.
(7.15.10)
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Teniendoencuentaquer2−n,funci´onhomog´eneadegrado(2−n),veriﬁca△r2−n=
0,tenemosque
(△r2−n,φ)=l´ım
ε→0+
∫
r=ε
{−ε2−n∂rφ(x)+φ(x)(n−2)ε1−n}εn−1dΩn
=l´ım
ε→0+
{
−ε
∫
r=ε
∂rφ(x)dΩn+(n−2)
∫
r=ε
φ(x)dΩn
}
=
=0+(2−n)Ωnφ(0)=(2−n)Ωn(δ(x),φ(x)),
(7.15.11)
paratodaφ(x)∈C∞0(Rn).
Enconsecuencia,
△
( r2−n
(2−n)Ω
)
=δ(x), (7.15.12)
paran≥3.Paradimensi´onn=2,unc´alculoenteramentesimilarmuestraque
△
(logr
2π
)
=δ(x). (7.15.13)
7.15.2. Ecuacionesparab´olicas.Enlateor´ıadelatransmisi´ondelcalor,la
temperaturadeunabarrainﬁnitaevolucionaseg´unlaecuaci´on
∂u
∂t=
∂2u
∂x2, (7.15.14)
dondeu(x,t)tieneunaderivadaprimerarespectodetyunaderivadasegunda
respectodexcontinuasparat>0.Siladistribuci´oninicialdetemperaturaenla
barraest´adadaporlafunci´onu(x,t=0)=µ(x),lasoluci´onde(7.15.14)parat>0
es
u(x,t)= 1√4πt
∫∞
−∞
e−
(x−y)2
4t µ(y)dy. (7.15.15)
Siµ(x)∈L1(R),estaintegral(queexisteparaunaclasem´asampliadefunciones)
puedeserescritacomolaconvoluci´on
u(x,t)=e
−x
2
4t√4πt∗µ(x). (7.15.16)
Enelcasogeneral,podemossuponerqueµ(x)esunadistribuci´onarbitraria
desoportecompacto(inclusounaregulardecrecimientopolinomial),mientrasque
u(x,t)en(7.15.16)esunadistribuci´onenlavariablexquetambi´endependedel
par´ametrot.
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Laderivadad´ebildeu(x,t)respectodeesepar´ametroest´adadapor
∂tu(x,t)=∂t


e−
x2
4t√4πt∗µ(x)

=∂t


e−
x2
4t√4πt

∗µ(x), (7.15.17)
enraz´ondelaspropiedadesdecontinuidaddelaconvoluci´onantesmencionadas.
Porotraparte,
∂2xu(x,t)=∂2x


e−
x2
4t√4πt∗µ(x)

=∂
2x


e−
x2
4t√4πt

∗µ(x). (7.15.18)
Finalmente,teniendoencuentaquee−x
2
4t√4πt ∈C∞(R×(R+\{0})),demodoque
susderivadascomodistribuci´onyderivadad´ebilcoincidenconlasdistribuciones
regularesdeﬁnidasporlasrespectivasderivadasparcialescomofunci´ondeambas
variables10,ydadoque
{∂
∂t−
∂2
∂x2
}e−
x2
4t√4πt=0, (7.15.20)
vemosqueu(x,t)satisfacelaecuaci´ondiferencial{∂
∂t−
∂2
∂x2
}
u(x,t)=0. (7.15.21)
Adem´as,parat→0+tambi´ensatisfacelacondici´oninicial,
l´ım
t→0+


e−
x2
4t√4πt∗µ(x)

=l´ımt→0+


e−
x2
4t√4πt

∗µ(x)=δ(x)∗µ(x)=µ(x) (7.15.22)
(verecuaci´on(7.4.11)).
Enelcasogeneral,dadalaecuaci´ondiferencialacoeﬁcientesconstantes
∂u
∂t=P
(∂
∂x
)
u, (7.15.23)
dondeu(x,t)esunadistribuci´onenlavariablexquedependeadem´asdelpar´ametro
t,elproblemadeCauchyconsisteenhalarunasoluci´onquesereduzcaauna
distribuci´ondadaµ(x)parat→0+.
10Enefecto,
∂t
(
e−x24t√4πt,φ(x)
)
=
∫a[φ]
−a[φ]
∂t
(
e−x24t√4πt
)
φ(x)dx, (7.15.19)
puestoqueestaintegralconvergeuniformementeparat>0.
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Lasoluci´ondeesaecuaci´onparalacuallacondici´oninicialesµ(x)=δ(x),
G(x,t),eslamadasoluci´onfundamental.UnavezconocidaG(x,t),lasoluci´on
delproblemadeCauchyseexpresacomo
u(x,t)=G(x,t)∗µ(x), (7.15.24)
suponiendoquelaconvoluci´onenelmiembrodeladerechaest´ebiendeﬁnida.En
efecto,parat>0tenemos
{∂
∂t−P
(∂
∂x
)}
u(x,t)=
=
{∂
∂t−P
(∂
∂x
)}
G(x,t)∗µ(x)=0∗µ(x)=0,
(7.15.25)
mientrasque
l´ım
t→0+
u(x,t)=l´ım
t→0+
G(x,t)∗µ(x)=δ(x)∗µ(x)=µ(x). (7.15.26)
7.15.3. Ecuacioneshiperb´olicas.Unasoluci´onfundamentaldelaecua-
ci´ondelasondasenunadimensi´on,
∂2u
∂t2−
∂2u
∂x2=0, (7.15.27)
est´adadapor
G(x,t)=12{θ(x+t)−θ(x−t)}. (7.15.28)
Enefecto,esinmediatomostrarque11
∂2G
∂t2−
∂2G
∂x2=0. (7.15.31)
Encuantoalacondici´oninicial,esevidenteque
l´ım
t→0+
G(x,t)=0,
l´ım
t→0+
∂tG(x,t)=l´ımt→0+
1
2{δ(x+t)+δ(x−t)}=δ(x).
(7.15.32)
11Laderivadad´ebildeθ(x−t)respectodetest´adeﬁnidapor
∂t(θ(x−t),φ(x))=∂t
∫∞
t
φ(x)dx=−φ(t)=−(δ(x−t),φ(x)), (7.15.29)
demodoque∂tθ(x−t)=−δ(x−t).Similarmente,
∂t(δ(x−t),φ(x))=∂tφ(t)=φ′(t)=(−δ′(x−t),φ(x)), (7.15.30)
dedonde∂tδ(x−t)=−δ′(x−t).
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LlamemosG˙(x,t)aladerivadad´ebildeG(x,t)respectodet,
G˙(x,t):=∂tG(x,t)=12{δ(x+t)+δ(x−t)}. (7.15.33)
Elaconstituyeunasegundasoluci´onfundamental,quediﬁeredelaprimeraenlas
condicionesinicialesquesatisface.
Enefecto,tambi´enresultainmediatoveriﬁcarque
∂2G˙
∂t2−
∂2G˙
∂x2=0. (7.15.34)
Porotraparte,
l´ım
t→0+
G˙(x,t)=l´ım
t→0+
∂tG(x,t)=δ(x),
l´ım
t→0+
∂tG˙(x,t)=l´ımt→0+∂
2tG(x,t)=l´ımt→0+∂
2xG(x,t)=0,
(7.15.35)
yaque
l´ım
t→0+
(∂2xG(x,t),φ(x)
)=l´ım
t→0+
(G(x,t),∂2xφ(x)
)=0 (7.15.36)
por(7.15.32).
Enesascondiciones,lasoluci´onde(7.15.27)quesatisfacelascondicionesiniciales
u(x,t=0)=u0(x),∂tu(x,t=0)=u1(x),est´adadapor
u(x,t)=G(x,t)∗u1(x)+G˙(x,t)∗u0(x). (7.15.37)
Enefecto,porlaspropiedadesdelaconvoluci´onresultaevidenteque{∂2
∂t2−
∂2
∂x2
}
u(x,t)=
=
{∂2
∂t2−
∂2
∂x2
}
G(x,t)∗u1(x)+
{∂2
∂t2−
∂2
∂x2
}
G˙(x,t)∗u0(x)=0.
(7.15.38)
Porotraparte,
u(x,0+)=0∗u1(x)+δ(x)∗u0(x)=u0(x),
∂tu(x,t)=δ(x)∗u1(x)+0∗u0(x)=u1(x).
(7.15.39)
N´oteseque,siendoG(x,t)yG˙(x,t)desoportecompacto∀t>0,laecuaci´on
(7.15.37)tienesentido∀u0,u1∈K∗.Porotraparte,lasoluci´onpuedeserescrita
como
u(x,t)=G(x,t)∗u1(x)+12{δ(x+t)+δ(x−t)}∗u0(x)=
=G(x,t)∗u1(x)+12{u0(x+t)+u0(x−t)},
(7.15.40)
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ent´erminosdeladistribuci´onu0trasladada.Siadem´asu1esregular12,obtenemos
lasoluci´onded′Alembert,
u(x,t)=12{u0(x+t)+u0(x−t)}+
1
2
∫x+t
x−t
u1(y)dy. (7.15.42)
Paraelcasogeneraldeunaecuaci´ondeordenment,siP(x,t)esunpolinomio
endosvariablesacoeﬁcientesconstantesydeordenment,elproblemadeCauchy
consisteenhalarlasoluci´ondelaecuaci´ondiferencial
P
(∂
∂x,
∂
∂t
)
u(x,t)=0 (7.15.43)
quesatisfagalascondicionesiniciales
u(x,t=0)=u0(x),∂tu(x,t=0)=u1(x),...,
∂m−1t u(x,t=0)=um−1(x).
(7.15.44)
Selamasoluci´onfundamentalaaqueladistribuci´onG0(x,t)quesatisfacela
ecuaci´onhomog´enea(7.15.43)ylascondicionesiniciales
G0(x,t=0)=0,∂tG0(x,t=0)=0,...,∂m−1t G0(x,t=0)=δ(x). (7.15.45)
N´oteseque
P
(∂
∂x,
∂
∂t
)
∂kxG0(x,t)=0, P
(∂
∂x,
∂
∂t
)
∂tG0(x,t)=0, (7.15.46)
dadoquePtienecoeﬁcientesconstantes,yqueadem´as
∂kxG0(x,t=0)=0,∂t∂kxG0(x,t=0)=0,...,
∂m−1t ∂kxG0(x,t=0)=δ(k)(x),
∂tG0(x,t=0)=0,∂t∂tG0(x,t=0)=0,...,
∂m−2t ∂tG0(x,t=0)=δ(x),
∂m−1t ∂tG0(x,t)=Q
(∂
∂x,∂∂t
)G0(x,t),
(7.15.47)
12Parau1regulartenemos
(G(x,t)∗u1(x),φ(x))=(u1(y),(G(x,t),φ(x+y)))=
=∫∞−∞u∗1(y)
(
1
2
∫y+t
y−tφ(x)dx
)
dy=∫∞−∞
(
1
2
∫x+t
x−tu∗1(y)dy
)
φ(x)dx.
(7.15.41)
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dondeQ(x,t)esunpolinomiodeordenm−1ent,demodoque
∂m−1t ∂tG0(x,t=0)=Am−1
(∂
∂x
)
δ(x). (7.15.48)
Seveentoncesque,tomandocombinacioneslinealesde∂tG0(x,t),G0(x,t)yde
susderivadasrespectodex,esposibleconstruirunasegundasoluci´onfundamental
G1(x,t)quesatisfaga(7.15.43)ylascondicionesiniciales
G1(x,t=0)=0,∂tG1(x,t=0)=0,...,∂m−2t G1(x,t=0)=δ(x),
∂m−1t G1(x,t=0)=0.
(7.15.49)
Esteprocesopuedecontinuarseparaconstruirnuevassolucionesfundamentales
Gk(x,t),conk=1,2,...,m−1,conderivadasnulasent=0aexcepci´onde
∂ktGk(x,t=0)=δ(x),paraﬁnalmenteexpresarlasoluci´onde(7.15.43)y(7.15.44)
como
u(x,t)=Gm−1(x,t)∗u0(x)+Gm−2(x,t)∗u1(x)+···+G0(x,t)∗um−1(x).(7.15.50)
7.16. Derivaci´oneintegraci´ondeordenarbitrario
Seag(x)unafunci´onlocalmenteintegrableconsoporteenlasemirrectax≥0.
Laprimitivadeordenndeg(x)queseanulaenx=0est´adadaporlaf´ormulade
Cauchy,
g(n)(x)= 1(n−1)!
∫x
0
g(y)(x−y)n−1dy, (7.16.1)
paran=1,2,...,comopuedecomprobarsef´acilmenteintegrandoporpartes.
Elsegundomiembrodeestaigualdadtambi´enpuedeserentendidocomoelpro-
ductodeconvoluci´ondedosdistribucionesregulares,
g(n)(x)=g(x)∗x
n−1+
Γ(n)=g(x)∗Φn, (7.16.2)
dadoqueambasfuncionalestienensoportecontenidoenR+(verec.(7.14.4)).
Peroelmiembrodeladerechade(7.16.2)tienesentido,nos´oloparadistribu-
cionesregulares,sinoparatodadistribuci´onconsoporteenR+.Enparticular,para
n=1tenemos
g(1)(x)=g(x)∗x
0+
Γ(1)=g(x)∗θ(x), (7.16.3)
loquecorrespondeaunaprimitivadegcomodistribuci´on,yaque
g′(1)(x)=ddx(θ(x)∗g(x))=θ
′(x)∗g(x)=δ(x)∗g(x)=g(x). (7.16.4)
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N´otesequeSop(g(1))⊂R+.Enefecto,siSop(φ(x))∩R+=∅entonces
χ(x):=(θ(y),φ(x+y))=∫∞x φ(y)dy=0,∀x≥0⇒
⇒(g(x),ˆχ(x))=0⇒(g(1)(x),φ(x))=0.
(7.16.5)
Porlotanto,g(1)eslaprimitivadegquetienesusoportecontenidoenR+.
EnlaSecci´on7.7hemosvistoqueladistribuci´onΦλ=xλ−1+ /Γ(λ),queesregular
paraℜ(λ)>0,existeporextensi´onanal´ıticaentodoelplanocomplejodelpar´ametro
λcomounadistribuci´onconsoporteenR+.Enefecto,dadoquexλ−1+ yΓ(λ)s´olo
presentanpolossimplesenλ=−k,conk∈N,de(7.7.16)y(7.7.9)tenemos
l´ımλ→−kΦλ=
Resxλ−1+ λ=−k
ResΓ(λ)|λ=−k=
(−1)kδ(k)(x)/k!
(−1)k/k! =δ
(k)(x), (7.16.6)
parak=0,−1,−2,...
Enconsecuencia,laconvoluci´on
g(λ):=g∗Φλ (7.16.7)
tienesentido∀g∈K∗consoportecontenidoenR+yseextiendeanal´ıticamentea
todoelplanoλcomounadistribuci´onconsoporteenesasemirecta13.Enparticular,
paraλ=0tenemos
g(0)=g∗Φ0=g∗δ(x)=g, (7.16.8)
mientrasqueparavaloresenterosnegativosdeλ,
g(−n)=g∗Φ−n=g∗δ(n)(x)=g(n) (7.16.9)
sereducealaderivadan-´esimadeg(comodistribuci´on).
Vemosentoncesqueunamismaexpresi´on,laconvoluci´onenelmiembrodelade-
rechadelaec.(7.16.7),dalasderivadasyprimitivasdeladistribuci´ongparavalores
enterosdeλ.Peroesaconvoluci´ontienetambi´ensentido∀λ∈C,porloquepode-
moslamarag(−λ):=g(λ)laderivadadeorden(−λ)deg(o,equivalentemente,
suprimitivadeordenλ).
Estaoperaci´ondederivaci´on(ointegraci´on)deordencomplejotienealgunas
propiedadesdeladerivaci´onusual.Porejemplo,laderivadadeorden−µdela
13Enefecto,siSop(φ(x))∩R+ =∅,entoncesχ(x):=(Φλ(y),φ(x+y))=
∫∞
0
yλ−1
Γ(λ)φ(x+
y)dy=0,∀x≥0,∀ℜ(λ)>0y,porextensi´onanal´ıtica,tambi´en∀λ∈C.Enconsecuencia,
(g(x),ˆχ(x))=0,esdecir,(g(λ)(x),φ(x))=0.
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derivadadeorden−λesladerivadadeorden−(λ+µ).Enefecto,consideremosla
convoluci´on
Φλ∗Φµ=x
λ−1+
Γ(λ)∗
xµ−1+
Γ(µ). (7.16.10)
Paraℜ(λ)>0yℜ(µ)>0,setratadelaconvoluci´ondedistribucionesregulares
consoporteenR+ que,por(7.14.3)y(7.14.4),sereducealadistribuci´onregular
deﬁnidaporlafunci´on
(Φλ∗Φµ)(x)=
∫x
0
(x−y)λ−1
Γ(λ)
yµ−1
Γ(µ)dy=
= x
λ+µ−1
Γ(λ)Γ(µ)
∫1
0
(1−z)λ−1zµ−1dz
(7.16.11)
parax≥0,y(Φλ∗Φµ)(x)=0parax<0.Laintegralenelmiembrodeladerecha
de(7.16.11)eslafunci´ondeEuler
B(λ,µ):=
∫1
0
(1−z)λ−1zµ−1dz=Γ(λ)Γ(µ)Γ(λ+µ). (7.16.12)
Enconsecuencia,paraℜ(λ),ℜ(µ)>0tenemosque
Φλ∗Φµ= x
λ+µ−1
+
Γ(λ+µ)=Φλ+µ. (7.16.13)
Pero,envirtuddelaunicidaddelaextensi´onanal´ıticadeambosmiembros(enλy
enµ),estaigualdadvale∀λ,µ∈C.
Entonces,
(g∗Φλ)∗Φµ=g∗(Φλ∗Φµ)=g∗Φλ+µ,∀λ,µ∈C. (7.16.14)
Enparticular,siµ=−λ,
(g∗Φλ)∗Φ−λ=g∗Φ0=g∗δ(x)=g, (7.16.15)
dedonderesultaquelasoperacionesdederivaci´oneintegraci´ondeordenarbitrario
sonlainversaunadelaotra.
Otrasconsecuencias:
Φ1−λ=Φ1−λ∗δ(x)=Φ1−λ∗Φ−1∗θ(x)=Φ−λ∗θ(x)=θ(λ)(x), (7.16.16)
(xλ−n−1+
Γ(λ−n)
)(λ)
=Φλ−n∗Φ−λ=Φλ−n−λ=Φ−n=δ(n)(x). (7.16.17)
Elc´alculoconderivadasdeordenarbitrario(conceptodiscutidoprimeramente
porLeibniz14en1695)hasidoutilizadoena˜nosrecientesparamodelarprocesos
f´ısicosydelaingenier´ıaconcomportamientosmicrosc´opicostancomplejosquehacen
14Gottfried WilhelmvonLeibniz(1646-1716).
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quesudin´amicamacrosc´opicas´oloadmitaunadescripci´onmedianteecuaciones
diferencialesfraccionarias.Estosmodelosfraccionarioshanencontrandoaplicaci´on
endiversoscamposdelaF´ısica,laQu´ımica,laBiolog´ıa,laEconom´ıay,enparticular,
enlateor´ıadelcontrolyelprocesamientodese˜naleseim´agenes15.
EnloquesigueconsideraremosunproblemadelaMec´anicaCl´asicaqueperma-
neci´odurantemuchotiempocomoel´unicoejemplodesuaplicaci´on.
Ejemplo7.17.ElproblemadeAbel16(1823):Consideremosunamasamque
puededeslizarsesinrozamiento,bajolaacci´ondelagravedad,sobreunacurvaen
unplanovertical.Setratadeestudiareltiempot(x)queletomaaesapart´ıcula
alcanzarelnivelz=0,sipartedesdeelreposoaunaalturaz=x.
Delaconservaci´ondelaenerg´ıatenemos
1
2mv(z)
2=mg(x−z)⇒|v(z)|=√2g(x−z). (7.16.18)
Entonces,lacomponenteverticaldelavelocidadaunaalturazest´adadapor
dz
dt=−
√2g(x−z)sinθ(z), (7.16.19)
dondeθ(z)esel´anguloqueformalatangentealacurvaenesepuntoconunarecta
horizontal.
Silaformadelacurvafueseconocida,digamosy= y(z),tendr´ıamosque
cotθ(z)=dy/dz,ylasoluci´onestar´ıadadapor
t(x)=
∫x
0
dz√2g(x−z)sinθ(z). (7.16.20)
Encambio,lapreguntaquesepretenderesponderaqu´ıescualeslacurvay(z)
quehacequeeltiempodeca´ıda,t(x),seaunafunci´ondadadelaalturaxdesdela
cualessoltadalapart´ıcula.Paraelobastacondeterminarde(7.16.20)lafunci´on
15Ver,porejemplo,
ABrief History AndExposition OfTheFundamentalTheory OfFractional
Calculus,BertramRoss,enFractionalCalculusanditsApplications,SpringerLecture
NotesinMathematics,volume57,1975,pp.1-36.
Theoryand ApplicationsofFractional Diﬀerential Equations,Kilbas,A.A.;
Srivastava,H. M.;andTrujilo,J.J.Amsterdam,Netherlands,Elsevier(2006).ISBN
0-444-51832-0.
Fractional Calculus. AnIntroductionfor Physicists,RichardHerrmann. World
Scientiﬁc,Singapore(2011).ISBN:978-981-4462-07-5(ebook).
16NielsHenrikAbel(1802-1829).
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φ(z)=1/sinθ(z),porloqueelproblemasereducearesolverlaecuaci´onintegral
deAbel ∫x
0
φ(z)√2g(x−z)dz=t(x). (7.16.21)
N´otesequesetratadeunaecuaci´onintegraldeprimeraespecie,deltipodeVolterra,
cuyon´ucleonoesdecuadradosumable.
M´asgeneralmente,selamaecuaci´ondeAbelgeneralizadaa∫x
0
(x−z)−α
Γ(1−α)φ(z)dz=f(x), (7.16.22)
donde0<α<1,φ(z)eslainc´ognitayf(x)esunafunci´ondada.Enparticular,
paraα≥1/2eln´ucleodeeseoperadorintegraldeVolterranoesdecuadrado
integrable.
Ahorabien,estaecuaci´ontambi´enpuedeinterpretarsecomo
x−α+
Γ(1−α)∗φ=Φ1−α∗φ=f, (7.16.23)
quetienesentido∀α∈C,y∀f∈K∗desoportecontenidoenR+.Susoluci´onenel
espaciodedistribucionesest´adadasimplementepor
φ=Φα−1∗(Φ1−α∗φ)=Φα−1∗f=Φα∗Φ−1∗f=Φα∗f′. (7.16.24)
Supongamosahoraquefseaunadistribuci´onregulardeﬁnidaporunafunci´on
f(x)diferenciableparax≠0ynulaparax<0.Entonces,suderivadacomo
distribuci´ones
f′(x)=df(x)dx +f(0
+)δ(x), (7.16.25)
ylasoluci´onde(7.16.23)sereducea
φ(x)=Φα(x)∗df(x)dx +f(0
+)Φα(x). (7.16.26)
Enparticular,paraα>0(loquehaceaΦαregular)setiene
φ(x)=f(0+)x
α−1
Γ(α)+
∫x
0
(x−z)α−1
Γ(α)
df(z)
dz dz, (7.16.27)
parax>0.
Volviendoalproblemaoriginal(dondeα=1/2),sitomamos,porejemplo,
f(x)=T√2g/πconstante,entoncesdf(x)dx =0yobtenemos
φ(x)= 1sinθ(x)=
T√2g
π√x, (7.16.28)
loqueconduceaunacicloide(taut´ocrona)paralatrayectoriadelapart´ıcula.
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7.17. Descomposici´onendistribucionespropias
Losoperadores(esencialmenteautoadjuntos)querepresentanalosobservables
delaMec´anicaCu´anticaposici´oneimpulsonotienenautovectoresenL2(R).En
efecto,
(x−λ)φ(x)=0⇒φ(x)=0a.e.⇒φ(x)=0(x)∈L2(R),
(
−iddx−λ
)
φ(x)=0⇒φ(x)∼eiλx/∈L2(R).
(7.17.1)
Noobstante,esosproblemasdeautovaloress´ıtienensoluci´onenS∗,porque
(x−λ)δ(x−λ)=0,∀λ∈R, (7.17.2)
mientrasqueeiλx∈S∗,∀λ∈R.
Veremosenqu´esentidoestasdistribucionespropiasconformansistemasortogo-
nalesycompletos.
Primerose˜nalemosque,identiﬁcandolasfuncionalesregularesconlasfunciones
quelesdanorigen,podemosescribir
S⊂L2(R)⊂S∗. (7.17.3)
ConsideremosahoraunoperadorlinealA:S →S,sim´etricoycontinuorespecto
delaconvergenciaeneseespacio.Entonces
(φ1,Aφ2)L2(R)=(Aφ1,φ2)L2(R), ∀φ1(x),φ2(x)∈S,
l´ımn→∞Aφn(x)=Aφ(x)enS, ∀φn(x)→φ(x)enS.
(7.17.4)
SuadjuntoenL2(R),A†,est´adeﬁnidoenundominioD(A†)⊃S,ysugr´aﬁca
contienealadetodaextensi´onsim´etricadeAenelespaciodeHilbert.
Porotraparte,paratodafuncionalf∈S∗,laexpresi´on
(g,φ)S:=(f,Aφ)S (7.17.5)
deﬁneunadistribuci´onsobreS.Enefecto,lalinealidaddegesevidenteapartir
delalinealidaddeAydef.Encuantoalacontinuidad,tomemosunasecuencia
convergenteφn(x)→φ(x)∈S.Entonces
l´ımn→∞(g,φn)S=l´ımn→∞(f,Aφn)S=
(
f,l´ımn→∞Aφn
)
S
=(f,Aφ)S=(g,φ)S, (7.17.6)
dadalacontinuidaddefydeA.
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Enesascondiciones,podemosdecirqueeladjuntodeAenS∗,quedenotaremos
porA∗,est´adeﬁnidosobretodoeseespaciodemodoque
A∗f=g. (7.17.7)
As´ıdeﬁnido,A∗esevidentementelinealycontinuorespectodelaconvergencia
d´ebil.Enefecto,sifn→fenS∗,∀φ(x)∈Stenemos
l´ımn→∞(A
∗fn,φ)S=l´ımn→∞(fn,Aφ)S=(f,Aφ)S=(A
∗f,φ)S. (7.17.8)
Enparticular,∀ψ(x)∈S⊂S∗y∀φ(x)∈S,yteniendoencuentaqueAes
sim´etricoyqueAψ(x)∈S,tenemos
(A∗ψ,φ)S=(ψ,Aφ)S=(ψ,Aφ)L2(R)=(Aψ,φ)L2(R)=(Aψ,φ)S. (7.17.9)
Enconsecuencia,ladistribuci´onA∗ψ(x)coincideconladistribuci´onregularAψ(x)
paratodaψ∈S.Enesesentido,A∗constituyeunaextensi´ondeAatodoS∗.
Porotraparte,unadistribuci´on17χλesunafuncionalpropiadeA∗correspon-
dientealautovalorλsi
A∗χλ=λχλ. (7.17.10)
Sepuededemostrarelsiguienteteorema(verI.M.GuelfandyG.E.Chilov,Les
distributions,Vol.I-IV).
Teorema7.1.SieloperadorlinealA:S →Sessim´etricoycontinuoyadmite
unaextensi´onautoadjuntaenL2(R),entonceslaextensi´ondeAaS∗,A∗,admite
eneseespaciounsistemaortogonalycompletodedistribucionespropias(enun
sentidoqueseaclaraacontinuaci´on)correspondientesaautovaloresreales.
Eneseenunciado,completosigniﬁcaquetodafuncionalregularψdeﬁnidapor
unafunci´onψ(x)∈S(densoenL2(R))esell´ımitedeundesarrolod´ebilmente
convergentedelaforma
ψ=∑
λ
(χλ,ψ)Sχλ (7.17.11)
(dondelasdistribucionespropiasχλdeA∗hansidoapropiadamentenormalizadas).
Estosigniﬁcaque∀φ(x)∈Ssetiene
(ψ,φ)S=(ψ,φ)L2(R)=
∑
λ
(χλ,ψ)∗S(χλ,φ)S. (7.17.12)
17Recordemosquetodadistribuci´onsobreSesladerivadadeciertoorden(ﬁnito)deuna
distribuci´onregulardeﬁnidaporunafunci´oncontinuaenlarecta,cuyocrecimientoesalosumo
polinomial.
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Enparticular,paraψ(x)≡φ(x),
(φ,φ)S= ∥φ∥22 =
∑
λ
|(χλ,φ)S|2. (7.17.13)
Estaecuaci´onesunageneralizaci´ondelaigualdaddeParseval(que,asuvez,gene-
ralizaelteoremadePit´agoras),loquejustiﬁcaelt´erminoortogonal.
EstosresultadosseextiendenatodoelespaciodeHilbertL2(R)=Senel
siguientesentido:sif(x)esunafunci´ondecuadradosumableenlarecta,entonces
ladistribuci´onregularqueeladeﬁneesell´ımited´ebildeundesarrolodelaforma
f=∑
λ
f(λ)χλ, (7.17.14)
dondeloscoeﬁcientesdeesedesarrolosatisfacen
∥f∥22 =
∑
λ
f(λ)2. (7.17.15)
Ejemplo7.18.Eloperadorimpulso,deﬁnidocomoP=−iddxsobreD(P)=S,
essim´etricoycontinuosobreSyadmiteuna(´unica)extensi´onautoadjuntaen
L2(R)(verEjemplo6.6-Cap´ıtulo6).
Suextensi´onaS∗est´adadaporP∗f=−if′paratodaf∈S∗,queesun
operadorcontinuosobreeseespacio.Enefecto,∀φ∈Stenemos
(P∗f,φ)S=(f,−iφ′)S=(−if′,φ)S. (7.17.16)
LasfuncionalespropiasdeP∗sondistribucionesregularesque,convenientemente
normalizadas,est´andadasporlasfuncionesχλ(x)=e
iλx
√2πparatodoλ∈R(n´otesequeparaℑ(λ)̸=0noseobtieneunadistribuci´ontemperada).
Seg´unelteoremaanterior,paraφ(x)∈S⊂S∗setiene
φ(x)=
∫∞
−∞
φ(λ)e
iλx
√2πdλ (7.17.17)
enelsentidodelaconvergenciad´ebil,donde
φ(λ)=
(
eiλx√2π,φ(x)
)
=
∫∞
−∞
e−iλx√2π φ(x)dx. (7.17.18)
Enefecto,enestecasoφ(λ)noesotracosaquelatransformadadeFourierde
φ(x)∈S ⊂L1(R)ylaintegralen(7.17.17)convergeuniformementeenx(ver
Lema5.1-Cap´ıtulo5).
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Lacondici´ondeortogonalidadenestecasoest´agarantizadaporelTeoremade
Plancherel,
∥φ∥22 =
∫∞
−∞
|φ(λ)|2dλ= ∥φ∥22. (7.17.19)
Porotraparte,dadaf(x)∈L2(R),lafuncionalregularqueeladeﬁneesel
l´ımited´ebildeunaintegraldelaforma
f(x)=l´ımN→∞
∫N
−N
f(λ)e
iλx
√2πdλ, (7.17.20)
dondef(λ)∈L2(R)ysatisface∥f(λ)∥2=∥f(x)∥2.Enefecto,f(λ)esaqu´ıla
transformadadeFourierdef(x)(enelsentidodeL2(R))ylaconvergenciaenmedia
delladoderechode(7.17.20)(verTeorema5.1)garantizasuconvergenciad´ebil(en
raz´ondelacontinuidaddelproductoescalarenL2(R)).
Ejemplo7.19.Similarmente,conlasdistribucionespropiasdeloperadorposi-
ci´onpodemosescribirparatodaf(x)∈L2(R),
f(x)=
∫∞
−∞
f(λ)δ(x−λ)dλ (7.17.21)
enelsentidodeconvergenciad´ebildelaintegral.Enefecto,∀φ∈Stenemos
∫∞
−∞f(λ)∗
(δ(x−λ),φ(x))dλ=
=∫∞−∞f(λ)∗φ(λ)dλ=(f,φ)L2(R)=(f,φ)S.
(7.17.22)
Finalmente,mencionemosqueenlanotaci´onde Diraclasfuncionalesson
representadasmedianteels´ımbolo
⟨f|:=(f,·)S. (7.17.23)
ElresultadodelTeorema7.1(Ec.(7.17.11))quedaentoncesexpresadocomo
⟨ψ|=∑
λ
((χλ,ψ)Sχλ,·)S=
∑
λ
(χλ,ψ)∗S(χλ,·)S=
∑
λ
(χλ,ψ)∗S⟨χλ|, (7.17.24)
paraψ∈S⊂S∗.Ysiconvenimosenexpresar
(χλ,ψ)S=⟨χλ|ψ⟩ y (χλ,ψ)∗S=⟨ψ|χλ⟩, (7.17.25)
podemosrepresentaraladistribuci´onregularψmediantelanotaci´on
⟨ψ|=∑
λ
⟨ψ|χλ⟩⟨χλ|. (7.17.26)
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Obien,porabusodenotaci´on,decirqueeloperadoridentidadenS⊂S∗admite
eldesarrolo
I=∑
λ
|χλ⟩⟨χλ|. (7.17.27)
Similarmente,paratodaψ∈S⊂S∗yparatodaφ∈Stenemos
⟨A∗ψ|φ⟩=(A∗ψ,φ)S=(ψ,Aφ)S=
∑
λ
(χλ,ψ)∗S(χλ,Aφ)S
=∑
λ
(χλ,ψ)∗S(A∗χλ,φ)S=
∑
λ
(χλ,ψ)∗Sλ(χλ,φ)S=
∑
λ
⟨ψ|χλ⟩λ⟨χλ|φ⟩,
(7.17.28)
demodoqueconcluimosque
⟨ψ|A:=⟨A∗ψ|=∑
λ
⟨ψ|χλ⟩λ⟨χλ|, (7.17.29)
obien,quelaextensi´ondeloperadorA(sim´etricoycontinuoenS)alespaciode
lasdistribucionestemperadasadmiteenS⊂S∗ladescomposici´onespectral
A=∑
λ
|χλ⟩λ⟨χλ|. (7.17.30)
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Ap´endiceA
EJERCICIOSPROPUESTOS
A.1. EspaciosEucl´ıdeos
1.SeaEunespacioeucl´ıdeoconproductoescalar(·,·).Demostrarque∀x∈E:
a)(0,x)=0.
b)(x,y)=0,∀y∈E⇒x=0.
2.Probarquelassiguientesdeﬁnicionessonproductosescalares:
a)xty=a1b1+···+anbn,parax=


a1..
an

,y=


b1..
bn

∈Rn.
b)(A,B)=tr(AtB)conA,B∈Rn×n,matricesrealesden×n.
c)(f,g)=∫baf(t)g(t)dtconf,gfuncionesrealesycontinuasenelintervalo
[a,b].
d)Extenderlasanterioresdeﬁnicionesalcasocomplejo.
e)Decirsielproductodelasnormasdedosvectoresdeﬁneunproducto
escalar.
3.SeaEunespacioeucl´ıdeo.Probarquelasumadedosproductosescalares
deﬁnidossobreelespacioE,deﬁnenunnuevoproductoescalarsobreE.
¿Puededecirselomismodeladiferencia?
4.Considerarunaformasesquilineal1f(x,y)deﬁnidasobreunespacioeucl´ıdeo
complejo.
a)Mostrarquefsatisfacelaf´ormuladepolarizaci´on:
f(x,y)=14
∑
α=±1,±i
αf(αx+y,αx+y)
b)Tomandof(x,y)=(x,y),mostrarqueelproductoescalarenunespacio
eucl´ıdeocomplejopuederecuperarsedelanormadelosvectores:
(x,y)=14
∑
α=±1,±i
α∥αx+y∥2
(Notarqueestonoesposibleenunespacioeucl´ıdeoreal).
1Sesquilinealsigniﬁcalinealrespectodelargumentodeladerecha,f(z,αx+βy)=αf(z,x)+
βf(z,y),yantilinealrespectodelargumentodelaizquierda,f(αx+βy,z)=α∗f(x,z)+β∗f(y,z).
235
236 A.EJERCICIOSPROPUESTOS
5.Encontrarlos´angulosinternosdeltri´anguloformadoporlossiguientesvec-
toresdelespaciodefuncionesrealescontinuasCℜ2(a,b):x1(t)=1,x2(t)=t,
x3(t)=1−t(recordarque,pordeﬁnici´on,el´anguloθentredosvectoresx,y
vienedadoporcosθ= (x,y)|x||y|).
6.ConsiderarelsubespacioF ∈R4generadoporlosvectores(1,1,0,0)y
(1,1,1,1)yhalarelcomplementoortogonal.
a)Halarloselementosdematrizdeloperadorproyecci´onPsobreFen
labasecan´onica,as´ıcomolosdeloperadordeproyecci´onP¯sobresu
complementoortogonal.
b)Veriﬁcarlasrelacionesdecompletitud,P+P¯=14,ydeortogonalidad
entrelosmismos,PP¯=O=P¯P.
c)Escribirloselementosdematrizdeesosoperadoresreferidosaunabase
queseobtienedelacan´onicamedianteunarotaci´onenuna´nguloπ/4
enelplano(x1,x2).
7.SeanG⊂F,subespaciosdeunespacioeucl´ıdeoE.MostrarqueF⊥⊂G⊥,
F⊂F⊥⊥,yF⊥⊂F⊥⊥⊥.
8.SeaΦunafuncionallinealdeﬁnidasobreunespacioeucl´ıdeodedimensi´on
ﬁnitaE,Φ:E→ K,dondeK eselcuerporealo´complejo.Probarque
existeunvector´unicoz∈E,talqueΦ(x)=(z,x),paratodo∀x∈E.
9.Deﬁnirdelamaneranaturallasumadeformaslinealesdeﬁnidassobreun
espacioeucl´ıdeoE,(f+g)(x):=f(x)+g(x),ysuproductoporn´umeros,
(λf)(x):=λf(x),∀x∈E,∀λ∈C. Mostrarqueelconjuntodeformas
linealesformaunespaciolinealrespectodeesasoperaciones,queeslamado
espaciodualE∗.Siladimensi´ondeEesﬁnitan,¿cu´alesladimensi´onde
E∗?
10.Decircualesdelossiguientesoperadoressonlineales:
a)Ax=x+a,conanonulo,enR3(traslaci´on),
b)Ax=αx,conα∈R,yx∈R3(homotecia),
c)Ax=(2x1−x3,x2,0)enR3,
d)Ax(t)=x(t)+t2,conx(t)∈C2(−1,1).
11.MuestrequetodooperadorlinealAdeﬁnidosobreunespacioeucl´ıdeoEque
conmutacontodootrooperadorlinealsobreEesunahomotecia(A=λI,
conλ∈cuerpodelespacio)(Sugerencia:consideraroperadoresdeproyecci´on
sobresubespaciosunidimensionales,Pe=e(e,·))
12.Enunespacioeucl´ıdeon-dimensional(conn<∞),escribirlasmatrices
asociadasalosoperadoresnulo,identidadyhomoteciasrelativasaunabase
ortonormal.Seleccionaralgunoselementosdelabaseyescribireloperador
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proyecci´onsobreelsubespaciogeneradoporesoselementos.Deﬁniralg´un
operadordiagonal.
13.Muestrequetodoespacioeucl´ıdeoesunespaciodeBanach.
14.Enelespaciodetodoslospolinomiosent,P2(a,b),seanDyTlosoperadores
deﬁnidosporDp(t)=p′(t)yTp(t)=tp(t).
a)Mostrarquesonoperadoreslineales.
b)MostrarqueDT ≠TD.
c)ElconmutadordedosoperadoreslinealesAyBsedeﬁnepor[A,B]:=
AB−BA.Mostrarque[AB,C]=A[B,C]+[A,C]B.
d)Mostrarque[D,T]=I.
e)Probarque[Dm,T]=mDm−1.
15.SeaAunoperadorlinealdeﬁnidosobretodounespacioeucl´ıdeoEysean
dosoperadoreslinealesByCtalesque
a)Rank(A)=Dom(B),
b)BAx=x,∀x∈E,
c)ACy=y,∀y∈Dom(C).
TalesoperadoressediceninversasdeAaizquierdayderecharespectivamen-
te. MostarqueDom(C)⊂Dom(B)yqueBy=Cy,∀y∈Dom(C).En
particular,siDom(C)=Dom(B),entoncesB=C=A−1,inversadeA.
16.Enelespaciodelospolinomiosent,P2(a,b)⊂C2(a,b),seanAyBlos
operadoresdeﬁnidospor
a)A(antn+···+a1t+a0)=antn−1+···+a2t+a1,
b)B(antn+···+a1t+a0)=antn+1+···+a1t2+a0t.
Mostrarque AyBsonoperadoreslinealesyqueAesinversadeBaiz-
quierda,peroquenoessuinversaaderecha.DecirsieloperadorAtiene
inversa.
17.Aplicarelm´etododeortonormalizaci´ondevectoresenunespacioeucl´ıdeo
alasecuenciadefunciones1,t,t2,···⊂C2(−1,1)paraobtenerelcuarto
polinomiodeLegendre.
A.2. Operadoresacotados
18.SeanAyBdosoperadoreslinealesacotados,deﬁnidossobreunespacio
eucl´ıdeoE.Deacuerdoaladeﬁnici´ondesunorma,veriﬁcarquesesatisfacen
lasdesigualdades
∥A+B∥≤∥A∥+∥B∥ ∥AB∥≤∥A∥∥B∥
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19.SeanAyBdosoperadoreslinealesdeﬁnidossobreunespacioeucl´ıdeoE
talesquesuconmutadorsea[A,B]=I.Mostrarquenopuedenserambos
acotados(Sugerencia:tenerencuentaelpunto14e)delEjercicio14yemplear
ladesigualdadtriangular).
20.Mostrarquelarelaci´on
(y,A†x)=(Ay,x)=(x,Ay)∗,∀x,y∈E
deﬁneun´ıvocamentealoperadoradjuntodeA.Qu´epartedeesademostra-
ci´onnoser´ıav´alidaenelcasodeunoperadornoacotado?(Sugerencia:tener
encuenta,porejemplo,lascondicionesenquepuededeﬁnirseunoperador
diferencial).
21.Probarque,deacuerdoaladeﬁnici´ondeloperadoradjuntodeunoperador
linealacotado,sesatisfaceque
(A†)†=A (A+B)†=A†+B†
(λA)†=λ∗A† (AB)†=B†A†
22.Mostrarqueparaunoperadorlinealacotado,∥A†∥=∥A∥,yquesix0esun
vectorm´aximodeA,entoncesAx0/∥A∥esunvectorm´aximodeA†.
23.MostrarqueelsubespacionulodeA†coincideconelcomplementoortogonal
delaimagendeA:
KerA†=(RankA)⊥
(Sugerencia:considerarprimeroelproductoescalardeunvectorpertene-
cientea(RankA)⊥conelvectorAx,yluegoelproductoescalardeunvec-
torpertenecienteaKerA†conAx).SimilarmentesemuestraqueKerA=(RankA†)⊥,dedondesededuceque
[(RankA†)⊥
]⊥=(KerA)⊥.
24.Unoperadorlinealdeﬁnidosobreunespacioeucl´ıdeoEsedicepositivo
si(x,Ax)≥0,∀x∈E. Muestrequetodooperadorpositivoacotadoes
autoadjunto.Paraelotengaencuentaqueenesecaso(Ax,x)=(x,Ax)∗=
(x,Ax)≥0.Finalmente,apliquelaf´ormuladepolarizaci´on(verEjercicio4.)
alaformasesquilinealf(x,y):=(x,Ay)−(Ax,y)(Notequeesteresultado
noesciertoparaelcasodeunespacioeucl´ıdeoreal).
25.Muestreque,dadounoperadorlinealacotadoAdeﬁnidosobreunespacio
eucl´ıdeoE,eloperadorA†Aespositivo(y,porelEjercicio24,autoadjunto
enunespacioeucl´ıdeocomplejo).
A.3.SUBESPACIOSINVARIANTES.AUTOVECTORESYAUTOVALORES 239
A.3. Subespaciosinvariantes.Autovectoresyautovalores
26.¿Qu´eformatienelamatrizasociadaaunoperadorlinealAdeﬁnidosobre
unespacioeucl´ıdeon-dimensional(conn<∞),silosprimeroskvectores
delabaseortonormaldelespaciogeneranunsubespacioinvariante?¿Ysiel
complementoortogonaldeeseespaciotambi´enesinvariante?
27.Mostrarquesiunsubespacio Fdeunespacioeucl´ıdeoEesdejadoinva-
rianteporlaacci´ondeloperadorlinealacotadoA,entoncessucomplemento
ortogonalF⊥esinvariantefrenteaA†.
28.SeanAyBdosoperadoreslinealesqueconmutanentres´ı.Mostrarque
a)laimagenporBdetodosubespacioinvariantedeAestambi´eninvariante
frenteaA,
b)todosubespaciocaracter´ısticodeAesinvariantefrenteaB.
29.UnoperadorlinealAesunahomoteciasiA=λI,conλenelcuerpodel
espacioeucl´ıdeoE.MostrarquetodovectordeEesunautovectordeAsiy
s´olosiAesunahomotecia.
30.MostrarqueelcuadradodelanormadeunoperadorAdeﬁnidoenunespacio
eucl´ıdeodedimensi´onﬁnita,∥A∥2,esigualalm´aximoautovalordeloperador
A†A(Sugerencia:verEjercicio25).
31.Unoperadorsediceisom´etricosiconservalosproductosescalares,
(Ux,Uy)=(x,y),∀x,y∈E
(sielespacioEest´aconstruidosobreelcuerpodelosreales,taloperadorse
diceortogonal,mientrasquesiEescomplejosediceunitario).
a)Mostrarque∥U∥=1,yqueU†U=I.
b)SiunoperadorlinealAsedescomponecomoproductodeunoperador
isom´etricoUyotrosim´etricoS,A=US,mostrarqueA†A=S2.
c)Mostrarquetodooperador Adeﬁnidosobreunespaciodedimensi´on
ﬁnitaquetengaasociadaunamatrizdedeterminantenonulopuedeser
descompuestocomoproductodeunoperadorisom´etricoyotrosim´etrico
positivo,yqueestadescomposici´ones´unica.
32.ConsiderareloperadordeSturm-LiouvileLdeﬁnidoporlasfuncionesp(t)≡
1yq(t)≡ 0,sim´etricoenelespaciodefuncionescontinuasen[0,π]y
dosvecesdiferenciablesenelintervalo(0,π)quesatisfacenlascondicio-
nesdecontornodeDirichlet,x(0)=0=x(π).Encontrarsusautofunciones
yautovalores.HacerlopropioparacondicionesdecontornodeNeumann,
x′(0)=0=x′(π),ycomparar.Observarquelosautovalorescrecensinl´ımite
(setratadeunoperadoresnoacotados!).
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A.4. Distancia,l´ımiteycontinuidadenespacioseucl´ıdeos
33.Mostrarquelaconvergenciauniformeenintervalosnoacotadosnoimplica
convergenciaenmedia.Paraeloconsiderarlasecuenciadefuncionesconti-
nuasdeﬁnidascomo
xk(t):=


1√k
√
1−tk,0≤t≤k,
0,t>k,
yextendidasalasemirectanegativacomofuncionespares.Mostrarque
a)lasecuenciaxk(t)convergeuniformementea0enR,
b)lasecuenciaxk(t)noconvergeenmediaa0(t)≡0.
34.Mostrarconunejemploquelaconvergenciapuntualentodopuntodeun
intervaloﬁnitonoimplicaconvergenciauniforme(Sugerencia:consideraruna
secuenciadefuncionescontinuasxk(t)enelintervalo[0,1],quetomanvalores
entre0y1,nulaspara1/k≤t≤1,talesquexk(0)=0yquealcancenel
valor1paraalg´un0<t<1/k).
35.Mostrarconunejemploquelaconvergenciapuntualentodopuntodeun
intervaloﬁnitonoimplicaconvergenciaenmedia(Sugerencia:considerar
unasecuenciadefuncionescontinuasxk(t)enelintervalo[0,1],nulaspara
1/k≤t≤1,talesquexk(0)=0yque∫10(xk(t))2dt=1).
36.Demostrarladesigualdadtriangularparaladistanciaenunespaciom´etrico
segeneralizacomo
ρ(x1,xn)≤ρ(x1,x2)+ρ(x2,x3)+···+ρ(xn−1,xn).
37.Mostrarquelassiguientesformasdeﬁnendistanciassobreelespaciodelas
funcionescontinuasC(a,b):
a)ρ(x,y)=supa≤t≤b|x(t)−y(t)|.
b)ρ(x,y)=∫ba|x(t)−y(t)|dt.
c)ρ2(x,y)=∫ba|x(t)−y(t)|2dt.
38.Dadasdossecuenciasconvergentesenunespacioeucl´ıdeoE,{xk} →xy
{yk}→y,mostrarque{αxk+βyk}estambi´enunasecuenciaconvergentey
halarsul´ımite.
A.5. Conjuntoscerrados,conjuntosdensos
39.MostrarquelaclausuraAdeunsubespacioAdeunespacioeucl´ıdeoEes
tambi´enunsubespaciodeE.
40.VolveralEjercicio7ymostrarqueF⊥=F⊥⊥⊥.
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41.Mostrarqueelsubespacionulodeunoperadorlinealacotado Adeﬁnido
sobreunespacioeucl´ıdeoEesunconjuntocerrado.
42.Dadounsubespaciodeunespacioeucl´ıdeo,F⊂E,mostrarque
a)(F⊥)⊥⊃F(clausuradeF).
b)VolveralEjercicio23ymostrarque
RankA†⊂(KerA)⊥.
43.Demostrarquelospolinomiostrigonom´etricos(combinacioneslineales
decos(kt)ysin(lt))formanunconjuntodensoenCℜ2(−π,π)(Sugerencia:
considereelconjuntodelasfuncionescontinuasen[−π,π]quepuedenser
extendidasatodalarectacomofuncionesdiferenciablesy2π-peri´odicas;
muestrequeeseconjuntoesdensoenP2(−π,π)ytengaencuentaquela
seriedeFourierconvergeuniformementeparatalesfunciones).
A.6. Espacioscompletos
44.MostrarqueelconjuntodelasfuncionescontinuasC([a,b])escompletores-
pectodeladistanciadeﬁnidaenelpunto37a.
45.Considerarelespaciolinealformadoporlasfuncionescontinuasyacotadas
sobreelejereal,estructuradoconlasoperacionesusualesdesumayproducto
porreales.Mostrarquelaforma
ρ(f,g)=sup
t∈R
|f(t)−g(t)|
deﬁneunadistanciasobreeseespacio.Decirsieseespaciom´etricoescompleto
(Sugerencia:considerarunasecuenciafundamentalymostrarqueconverge
aunafunci´oncontinuayacotadaentodalarecta).
46.Dadaf(t)∈L2(a,b),con(b−a)<∞,demostrarladesigualdad
[∫b
a
|f(t)|dt
]2
≤(b−a)
∫b
a
|f(t)|2dt
(Sugerencia:considerarelproductoescalarconlafunci´oncaracter´ıstica
delintervalo[a,b]:χ[a,b](t)=1∀t∈[a,b]ynulafueradeeseintervalo).
47.Mostrarquelasecuenciadefuncionesdecuadradosumable
fn(t)=
{√nt∈(0,1/n)
0 t̸∈(0,1/n)
convergea0puntualmente∀t∈[0,1]peronoconvergeenL2(0,1).
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48.Paracadan´umeronaturalk∈Nsedeﬁnenlasfuncionesf(k)1 (t),···,f(k)k (t)
parat∈[0,1]como
f(k)i (t)=
{
1(i−1)/k≤t≤i/k
0entodootrocaso.
Mostrarquelasucesi´onF1=f(1)1 ,F2=f(2)1 ,F3=f(2)2 ,F4=f(3)1 ,F5=f(3)2
···convergeenL2,peronoconvergepuntualmenteparaning´unvalordet.
A.7. IntegraldeLebesgue
49.Mostrarqueunafunci´onquetomavaloresnonegativosyescontinuasalvo
porunadiscontinuidadaisladadealturaﬁnitaessumableyquesuintegral
deLebesguecoincideconsuintegralimpropiadeRiemann.Mostrarquelo
mismoocurrecuandolafunci´ontieneunn´umeroﬁnitooinﬁnitonumerable
dediscontinuidadesaisladas.
50.Mostrarquelafunci´onf(t)=t−1cont∈[0,1]esmedibleperonosumable,
demodoquetampocotieneunaintegraldeLebesgue.
A.8. Desarrolosortogonales-Sistemascompletos
51.Dadounsubespaciodeunespacioeucl´ıdeocompleto,F⊂E,mostrarque
a)F(clausuradeF)esunespaciocompleto,
b)E=F⊕F⊥,dondeF=(F⊥)⊥(Sugerencia:verTeorema2.4),
c)RankA†=(KerA)⊥(VerEjercicio23).
52.Mostrarquesiempreexistenvectoresnonulosortogonalesaundadosubes-
pacionodensodeunespaciodeHilbert.
53.Muestrequepuedeconstruirseunsistemadefuncionesortonornalesque
resultecompletoenC2(a,b),perocuyascombinacioneslinealesnogeneren
unsubespaciodensoenL2(a,b).Paraelo,
a)Considerelaortogonalizaci´ondeunasecuenciadefuncionesformada
porunaprimerafunci´ondiscontinua(normalizada)ﬁja,χ(t),yporla
secuenciadelospolinomiosacoeﬁcientesracionales(conjuntodensonu-
merable).
b)Digasielconjuntoas´ıobtenido,{χ(t),e1(t),e2(t),...},escompletoen
L2(a,b).
c)Muestrequeunafunci´on continuaf(t)∈C2(a,b)(⊂L2(a,b))quesea
ortogonalatodaek(t)conk=1,2,3,...,esnecesariamentelafunci´on
id´enticamentenula,demodoqueelconjunto{e1(t),e2(t),e3(t),...}es
completoenC2(a,b).
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d)Muestrequelavariedadlinealgeneradaporlasfunciones{e1(t),e2(t),
e3(t),...}noesdensaenL2(a,b)(Sugerencia:recuerdequenohayvec-
toresnonulosortogonalesasubespaciosdensos).
Nota:esteejemplomuestralanecesidaddeconsiderarsistemasortonormales
queresultencompletosenunespacioeucl´ıdeocompleto.
54.MostrarqueelconjuntodelospolinomiosdeLegendreescompletoen
L2(−1,1)(VerEjercicio17).
55.MostrarquetodoespaciodeHilbertconstruidosobreelcuerpodeloscom-
plejosesisomorfoalaextensi´oncomplejadelespacioL2.
A.9. Funcionaleslinealesycontinuas
56.Elespaciolinealformadoporlasfuncionaleslinealesycontinuasdeﬁnidas
sobreunespaciolinealEselamaespaciodualysedenotaporE∗.Mostrar
quetodoespacioeucl´ıdeocompletoes(comoespaciolineal)isomorfoasu
espaciodual.
A.10. Operadorescompactos
57.MostrarquesiAyBsonoperadorescompletamentecontinuos(ocompac-
tos),entoncesA+Bescompletamentecontinuo.
58.MostrarqueelconjuntodeoperadorescompactossobreunespaciodeHilbert
EesunsubespaciocerradodelespaciodeBanachdelosoperadoresacotados
sobreE(Sugerencia:recordarelLema3.2).
59.MostrarquesiAcompletamentecontinuoyBesacotado,entoncesAByBA
soncompletamentecontinuos(Sugerencia:muestrequeunoperadoracotado
Baplicaunasecuenciafundamentalenotrasecuenciafundamental).
A.11. OperadoresintegralesdeFredholm
60.Mostrarquesieln´ucleo K(t,s)escontinuoenelintervalocerrado[a,b],
entonces
y(t)=
∫b
a
K(t,s)x(s)ds
escontinua∀x(s)∈L2(a,b).
61.Mostarquesieln´ucleoK(s,t)admitenderivadascontinuasenelintervalo
cerrado[a,b],entonceslasfuncionesenelrangodeloperadorintegralque
deﬁnetambi´enadmitenadmitennderivadascontinuas.
62.Halarlasautofuncionescorrespondientesaautovaloresnonulosdelossi-
guientesoperadoresdeFredholmden´ucleodegenerado
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a)
A1φ(s)=
∫π
0
(cos2scos2t+cos3scos3t)φ(t)dt
b)
A2φ(s)=
∫1
0
(3s−2)tφ(t)dt
c)
A3φ(s)=
∫1
0
(t√s−s√t)φ(t)dt
A.12. El m´etododeRayleigh-Ritz
63.Halarmedianteel m´etododeRayleigh-Ritzlosautovaloresnonulosdel
operadorintegralcuyon´ucleoest´adadoporK(t,s) =ts∈L2([0,1]×
[0,1])(Sugerencia:tenerencuentaqu´esetrataconunoperadorden´ucleo
degenerado).
64.Utiliceelm´etododeRayleigh-Ritzparaobtenerenformaaproximadaalgu-
nosautovaloresyautovectoresdeloperadorintegralcuyon´ucleosim´etrico
est´adado,parat<s,porK(t,s)=t∈L2([0,1]×[0,1]).Utilicedistintas
basesdelespaciodeHilbertycompareelresultadoconlasoluci´onexacta
(Sugerencia:busquelainversa).
A.13. Operadoresnoacotadosconinversascompactas
65.Halarlafunci´ondeGreendelproblema{
Lx(t)=x′(t)+k2x(t),
x(0)=x(1)=0.
DeterminarlainversadeL,siexiste.Determinarsurangoydominio.Co-
mentaracercadelaspropiedadesdelosautovaloresyautovectoresdeLy
delaconvergenciadedesarrolosenseriedeautofuncionesdeL.
66.HalarlosautovaloresyautovectoresdeloperadordeFredholmden´ucleode
cuadradosumabledadopor
Aϕ(x)=
∫π
0
K(s,t)ϕ(t)dt,
donde
K(s,t)=
{
cosssint0≤s≤t
costsinst<s≤π
a)DecirsiestosautovectoresformanunsistemacompletoenL2(0,π)(jus-
tiﬁcar!).
b)Dadax(t)∈L2(0,π),decirsiconverge(yenqu´esentido)suseriede
Fouriergeneralizadarespectodedichosistema.
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c)Dadaunafunci´onu(t)∈L2(0,π)talqueu′(t)escontinuaysatisfacelas
condicionesu′(0)=0yu(π)=0,decirenqu´esentidoconvergesuserie
deFouriergeneralizadarespectodelsistemadeautovectoresdeA.
(Sugerencia:determinarsieln´ucleoK(t,s)essim´etricoy,enesecaso,de-
terminarsieloperadorAtieneporinversaunoperadordeSturm-Liouvile,
loquepermitir´ıareducirelproblemadeautovaloresdeAaecuacionesdife-
rencialesconcondicionesdecontorno).
67.Resolverlassiguientesecuacionesintegralesden´ucleosim´etricoycontinuo
a)
φ(s)−
∫1
0
K(s,t)φ(t)dt=s,
con
K(s,t)=
{
s(t−1) 0≤s≤t,
t(s−1) t<s≤1,
b)
ϕ(s)−
∫1
0
K(s,t)ϕ(t)dt=cosπs,
con
K(s,t)=
{
(s+1)t0≤s≤t,
(t+1)st<s≤1.
(Sugerencia:determinarlasinversasdeestosoperadoresintegrales).
A.14. Ecuacionesintegralesden´ucleodecuadradosumable
68.Resolverlassiguientesecuacionesintegrales
a)
φ(t)−
∫π
−π
(tcoss+s2sint+costsins)φ(s)ds=t,
b)
φ(t)−4
∫π/2
0
(sint)2φ(s)ds=2t−π.
69.Estudiarlaresolubilidaddelasecuacionesintegrales
a)
φ(s)−µ
∫1
0
(5s2−3)t2φ(t)dt=es,
b)
φ(s)−µ
∫1
0
sin(lns)φ(t)dt=2s,
comofunci´ondelpar´ametroµ(Sugerencia:emplearelcorolariodelaAlter-
nativadeFredholm).
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A.15. Resolventedeecuacionesintegrales
70.HalarlaresolventedelosoperadoresdeFredholmdeﬁnidosporlosn´ucleos
a)
K(t,s)=sin(t−2s), 0≤t,s≤2π
b)
K(t,s)=t−s, 0≤t,s≤1
c)
K(t,s)=
{
t+s, 0≤t≤s
t−s,s<t≤1
(aproximarmediantelosprimerosn´ucleositerados).Establecerencadacaso
unacondici´onsuﬁcienteparalaexistenciadeloperadorresolventeRµ.
71.Decirparaqu´evaloresdeµ∈Cexisteeloperadorresolventelaecuaci´on
φ(t)−µ
∫1
0
tsφ(s)ds=f(t).
Determinardichooperadorenunentornodelorigendelplanocomplejode
lavariableµ.Sirecurreaundesarroloenserie,decircualessuradiode
convergenciayenqu´esentidoconverge.Estimarladistanciaentrelasoluci´on
delaecuaci´onintegralylaaproximaci´onquedaunasumaparcialdedicha
serie.
Deserposible,determinareln´ucleoΓ(t,s;µ)para|µ|>3(Justiﬁcarla
respuesta).Analizarlaresolubilidaddelaecuaci´onintegralparaµ=3.
72.Halareloperadorresolventeparalosn´ucleosdeVolterra
a)
K(t,s)=
{
1,t≥s
0,t<s
b)
K(t,s)=
{
exp(t−s),t≥s
0, t<s
Determinarparaqu´evaloresdeµ∈Cexisteeln´ucleoΓ(t,s;µ)ydarsu
expresi´on.Sirecurreaundesarroloenserie,decircu´alessuradiodecon-
vergenciayenqu´esentidoconverge.
73.Resolverlaecuaci´onintegral
φ(t)−
∫t
0
exp(t2−s2)φ(s)ds=exp(t2).
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74.Emplearelm´etododelosdeterminantesdeFredholmparahalarlaresolvente
delosn´ucleos
K(t,s)=texp(s), K(t,s)=exp(t−s), en[0,1]×[0,1]
yresolverlaecuaci´onintegral
φ(t)−µ
∫1
0
K(t,s)φ(s)ds=exp(−t),conµ≠1.
A.16. ElespacioL1
75.Seanelintervalocerrado[a,b],con−∞<a<b<∞.Mostrarmedianteun
ejemploque,sibienL2(a,b)⊂L1(a,b)(verEjercicio46),notodafunci´on
f(x)∈L1(a,b)esdecuadradosumableeneseintervalo.
76.Mostrar(medianteejemplos)que,adiferenciadeloqueocurreenintervalos
compactos,L2(R)noest´acontenidoenL1(R).
77.Mostrarquesif(t)essumableenunintervalo[a,b],entonces
∫b
a
f(t)sin(Nt)dt→0
cuandoN→∞.(Sugerencia:Mostrarprimeroqueelenunciadoescorrecto
paralafunci´oncaracter´ısticadeunintervalo[c,d]⊂[a,b],ynotarquelo
mismovaleparacualquierfunci´onescalonadah(t)∈L1(a,b),porseruna
combinaci´onlinealdeunn´umeroﬁnitodefuncionescaracter´ısticas.Final-
mente,tenerencuentaqueelconjuntodelasescalonadasesdensoenL1(a,b),
demodoque∀ε>0existeunafunci´onescalonadah(t)∈L1(a,b)talque
|f(t)−h(t)|1<ε/2.)
A.17. LaTransformaci´ondeFourier
78.Mostrarquesi φn→ φenL1(R),entonceslasecuenciadetrasformadas
deFourier{ψn(σ)}est´auniformementeacotadaentodalarecta:ψn(σ)≤
M,∀σ,nyparaalg´unM > 0(Sugerencia:tenerencuentaque|φn|1≤
|φ|1+|φn−φ|1).
79.Mostrarquelasfunciones φn(x) =xne−x/2,n=0,1,2,...,formanun
sistemacompletoenL2(R+).Obtenerporortogonalizaci´ondeesasecuencia
lasprimerasfuncionesdeLagu`erre,Ln(x)e−x/2/n!.
80.Mostrarquelasfunciones φn(x)=xne−x2/2,n=0,1,2,...,formanun
sistemacompletoenL2(R).Obtenerporortogonalizaci´ondeesasecuencia
lasprimerasfuncionesdeHermiteHn(x)e−x
2
2.
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81.MostrarquelasfuncionesdeHermite φn(x)=Hn(x)e−x
2
2,dondelospo-
linomiosdeHermiteseexpresancomoHn(x)=(−1)nex2(ddx
)ne−x2,son
autovectoresdeloperadorF(transformaci´ondeFourier)correspondientesa
autovalores(−i)n.
A.18. Operadoresnoacotados
82.ConsiderarlosoperadoresT1yT2deﬁnidossobrelosdominios
D(T1)={φ∈AC(R+)∩L2(R+)|φ′(x)+xφ(x)∈L2(R+)}
y
D(T2)={φ∈AC(R+)∩L2(R+)|φ′(x)+xφ(x)∈L2(R+);φ(0)=0}
respectivamente,yqueact´uancomooperadoresdiferencialesseg´un
T1,2φ(x):=φ′(x)+xφ(x).
a)Decirsiesosdominiosdedeﬁnici´onsondensosenL2(R+).
b)Mostrarquesusespectrospuntualessonσ(T1)=Cyσ(T2)=∅(Suge-
rencia:buscarelfactorintegrantedelaecuaci´ondeautovalores).
c)IdentiﬁcarlosoperadoresadjuntosT†1,2ymostrarquesusespectrospun-
tualessonambosvac´ıos,σ(T†1,2)=∅.
d)Mostrarque T1yT2sonamboscerrados(Sugerencia:deserposible,
determinarlosoperadoresT††1,2)
e)Mostrarquelosespectrosresidualesdelosadjuntossonσr(T†1)=Cy
σr(T†2)=∅.
83.Mostrarqueeloperadorimpulsodela Mec´anicaCu´antica,deﬁnidopor
Pφ(x)=−iφ′(x)sobreD(P)=C∞0(R),esesencialmenteautoadjuntoy
determinarsu(´unica)extensi´onautoadjunta(Sugerencia:identiﬁcarelope-
radoradjuntoP†paradeterminarlos´ındicesdedeﬁcienciadeP).
84.MostrarqueeloperadorimpulsoradialdelaMec´anicaCu´anticaenDdi-
mensiones,deﬁnidoporPrφ(r,Ω)=−i
(
∂r+(D−1)2r
)
φ(r,Ω)sobreD(P)=
C∞0(R)⊗C∞(SD−1)(dondeSD−1eslaesferaderadio1enelespacioeucl´ıdeo
D-dimensional),noadmiteextensionesautoadjuntasy,porlotanto,noco-
rrespondeaunobservable(Sugerencia:idemEjercicioanterior;notarque
bastaconconsiderarfuncionesder).
85.MostrarqueeloperadordeﬁnidocomoTφ(x)=−iφ′(x)sobreeldominio
D(T)=C∞0(0,1)essim´etricoperonoesencialmenteautoadjunto.Determi-
narlossubespaciosdedeﬁcienciadeTparamostrarqueadmiteunafamilia
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deextensionesautoadjuntasdependientesdeunpar´ametrocontinuo.Espe-
ciﬁcarsusdominios.Mostrarqueesasextensionesautoadjuntaspuedenser
caracterizadasmediantecondicionesdecontorno(esdecir,medianteunare-
laci´onentrelosvaloresquelafunci´ontomaenlosextremosdelintervalo
[0,1])ydeterminarsusespectros(puntuales).
86.Considerareloperadorcondominio
D(A)={φ(x)∈AC(0,1)|φ′(x)∈L2(0,1),φ(0)=0=φ(1)},
sobreelcualest´adeﬁnidocomoAφ(x)=−iφ′(x).
a)DeterminareladjuntoA†.
b)MostrarqueAescerrado.
c)DeﬁniradecuadamentelascomposicionesdeoperadoresA†AyAA†,y
mostrarquesetratadeoperadoresautoadjuntos.
d)Determinaraqu´eextensionesautoadjuntasdeloperadordeﬁnidocomo
L=−d2dx2sobreeldominioC∞0(0,1)correspondenesascomposiciones.
87.Deﬁnireloperadormomentolinealdeunapart´ıculacu´anticalibreconﬁnada
aunarectaalaquelefaltaunpunto.ConstruireloperadorHamiltoniano
comoelcuadradodelmomentolineal(Sugerencia:considerareloperador
sim´etricoP=−i∂x,deﬁnidosobreeldominioD(P)=C∞0 (R\{0}),deter-
minarsuadjuntoysusextensionesauto-adjuntas).
88.DeﬁnireloperadorHamiltonianodeunapart´ıculacu´anticalibreconﬁnadaa
unarectaalaquelefaltaunpunto;construirsusextensionesautoadjuntas
ydeterminarbajoqu´econdicionesresultanserelcuadradodeloperadormo-
mentolinealdelejercicioanterior(Sugerencia:considerareloperadorsim´etri-
coH=−∂2x,deﬁnidosobreeldominioD(H)=C∞0 (R\{0}),determinarsu
adjuntoysusextensionesauto-adjuntas).
89.CaracterizarlasextensionesautoadjuntasdelEjercicioanteriorent´erminos
delosvaloresdebordedelasfuncionesaambosladosdelorigen.Paraelo
deﬁnireloperadorHφ(x)=−φ′(x)condominioD(H)⊂C1(R\{0})∩
L2(R\{0}),conφ′(x)∈L2(R)yconsiderarladiferencia(ψ,Hφ)−(Hψ,φ)
paraestablecerlascondicionesadicionalessobrelasfuncionesquedeterminen
losdominiosdelasextensiones.
90.SeaTunoperadorautoadjunto. MostrarquesutransformadodeCayley,
V:=(T−i)(T+i)−1condominioD(V)=Rank(T+i),esunoperador
unitario.Paraelo,
a)tenerencuentaqueTescerradocondominiodensoenHyespectro
σ(T)⊂R,
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b)que,entonces,±i∈ρ(T),demodoqueRank(T+i)esdensoenHy
(T+i)−1:Rank(T+i)→D(T)esacotado,
c)paraw=(T+i)uconu∈D(T),Vw=(T−i)u,demodoqueVesuna
isometr´ıa:∥Vw∥2=∥Tu∥2+∥u∥2=∥w∥2,
d)ﬁnalmente,Vw=0⇒u=0⇒w=0,demodoqueKerV={0}yV
esunitario(isometr´ıaconinversa).
Mostrarquelatransformaci´oninversaest´adadaporT=−i(V+1)(V−1)−1,
conVunitarioyTautoadjuntodeﬁnidosobreD(T)=Rank(V−1),siempre
queKer(V−1)={0}.
A.19. Teor´ıadeDistribuciones
91.Demostrarelsiguientel´ımited´ebildedistribucionesregularesenC∞ ala
distribuci´onsingularδdeDirac:
fϵ(x)= ϵπ(ϵ2+x2)→ε→0δ(x).
92.MostrarquexVP1x=1(distribuci´onregulardeﬁnidaporlafunci´onid´enti-
camenteiguala1).
93.Considerarladistribuci´onregulardeﬁnidaporlafunci´on
logx+=
{
logx, x>0,
0, x≤0.
Recurriraladeﬁnici´ondederivadadeunadistribuci´onparadeterminar
(logx+)′ymostrarquenosetratadeunadistribuci´onregular.
94.a)Calcularladerivadadeladistribuci´ondeﬁnidaporell´ımited´ebil
log(x±i0):=l´ım
y→0+
log(x±iy).
b)Mostrarque
(x±i0)−1:=l´ım
y→0+
(x±iy)−1=VP
(1
x
)
∓iπδ(x).
c)Mostrarqueladistribuci´onsingular(x±i0)−1esladerivadadeunorden
ﬁnitodeunadistribuci´onregulardeﬁnidaporunafunci´oncontinuaen
larecta(Sugerencia:calcularunaprimitivadelog(x±i0)).
95.Resolverlaecuaci´ondiferencialxy′=0enelespacioK∗.
96.Mostrarell´ımited´ebil
l´ımν→∞ν
keiνx=0, ∀k>0.
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97.Determinarlasumadelaseriededistribucionesregulares
∞∑
k=1
cos(2k−1)x
(Sugerencia:tenerencuentaque∑∞k=1cos(2k−1)x(2k−1)2 = π4
[π
2−|x|
]-VerTable
ofIntegrals,SeriesandProducts,I.S.GradshteynyI.M.Ryzhik,Academic
Press,2000).
98.ParaelEjemplo7.9(p´agina197),veriﬁcarquey=VP1xessoluci´onde
xy′+y=0.(Sugerencia:tenerencuentaque
([
VP1x
]′
,φ(x)
)
=−
∫
|x|≥1
φ′(x)
x dx−
−l´ım
ε→0+
{(∫−ε
−1
+
∫1
ε
)[φ(x)−φ(0)−xφ′(0)]′
x dx
}
+
+l´ım
ε→0+
{(∫−ε
−1
+
∫1
ε
)[−φ(0)−xφ′(0)]′
x dx
}
.
99.Dadaunadistribuci´onf:K →Cdesoportecompactocontenidoenelin-
tervalo[−a,a],mostrarquesutransformadadeFourieresunadistribuci´on
regularg:Z →Cdeﬁnidaporunafunci´onanal´ıticaenteradecrecimiento
polinomialenladirecci´ondeejereal.(Sugerencia:tenerencuentaquetoda
distribuci´onesladerivadadeciertoordendeunadistribuci´onregulardeﬁ-
nidaporunafunci´oncontinuayquesihϵ(x)∈C∞0[−(a+ε),a+ε]talque
hϵ(x)=1parax∈[−a,a]entonces(f,φ(x))=(f,hϵ(x)φ(x))).
100.Mostrarquesiψn(σ)→ ψ(σ)enZ,tambi´enconvergelasecuenciadefun-
cionesdesplazadas,ψn(σ−h)→ψ(σ−h),conh∈C.
101.TeniendoencuentaqueelLaplacianoencoordenadasesf´ericasenRnest´ada-
dopor
△=∂r2+n−1r ∂r+
1
r2△Ω,
donde△ΩeselLaplacianosobrelaesferaderadio1deeseespacio,mostrar
quelafunci´ondeGreendelLaplacianoes
Gn= r
2−n
(2−n)Ωn, conΩn=
2πn/2
Γ(n/2)
paran≥3y
G2=logr2π,
paran=2.
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102.CalcularlastransformadasdeFourierdelasdistribucionesregularessin(ax),
cos(ax),sinh(ax)ycosh(ax).
103.MostrarquesiSop(f),Sop(g)⊂R+conf,g∈K∗,entoncesSop(f∗g)⊂R+.
104.Sedesearegularelﬂujodeunr´ıomediantelaconstrucci´ondeunarepresa
conunaaberturaquepermitaunciertoﬂujoQ(z)enfunci´ondelaalturaz
delaguacontenida.Setrataentoncesdedise˜narlaformaadecuadadeesa
abertura,x=f(y),dondexeslacoordenadahorizontalmedidadesdeel
centrodelabasedeunaaberturasim´etricaeyeslacoordenadavertical
medidadesdeesemismopunto.(Sugerencia:aplicarelprincipiodeBernouli
paraestablecerlavelocidaddesalidadelaguaporlaaberturadeancho
2f(y)comofunci´ondelaalturayycalcularelﬂujototalporintegraci´on.
Despreciarlavelocidaddelaguaenlasuperﬁciedelembalse.)
A.20. Soluci´ondeejerciciosseleccionados
Ejercicio87:DeﬁnimosPφ(x):=−iφ′(x)sobreeldominioD(P):=C∞0 (R+\{0}).
Entonces,eloperadoradjuntoest´adensamentedeﬁnidoenelconjunto
D(P†)={ψ(x)=ψ1(x)+ψ2(x)
ψ1(x)∈AC(R+)∩L2(R+);ψ1(x<0)=0;ψ′1(x)∈L2(R+);
ψ2(x)∈AC(R−)∩L2(R−);ψ2(x>0)=0;ψ′1(x)∈L2(R−)},
conP†ψ(x)=−iψ′(x)parax≠0.Similarmente,paralaclausuradelope-
radorresultaque
D(¯P)={ϕ(x)=ϕ1(x)+ϕ2(x)
ϕ1(x)∈AC(R+)∩L2(R+);ϕ1(x≤0)=0;ϕ′1(x)∈L2(R+);
ϕ2(x)∈AC(R−)∩L2(R−);ϕ2(x≥0)=0;ϕ′1(x)∈L2(R−)},
conP¯ϕ(x)=−iϕ′(x).
ComoP¯nocoincideconP†,eloperadorPnoesesencialmenteautoad-
junto.Paradeterminarsus´ındicesdedeﬁcienciaconsideramoselproblema
deautovalores
P†ψ±(x)=−iψ′±(x)=±iψ±(x)
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cuyassolucionesenD(P†)son,respectivamente,
ψ+(x)=
{
e−x, x≥0
0, x<0,
y
ψ−(x)=
{
ex, x≤0
0, x>0.
Porlotanto,n±(P)=1yPadmitetodaunafamiliadeextensiones
autoadjuntasdependientedeunpar´ametro.Susdominiosest´anconformados
porlosconjuntos
D(Pγ):={χ(x)=ϕ(x)+A(ψ+(x)+eiγψ−(x))ϕ(x)∈D(¯P);A∈C},
paracadaγ∈[0,2π).Sobretalesfuncioneseloperadoract´uacomo
Pγχ(x):=P†χ(x)=−iϕ′(x)+iA(ψ+(x)−eiγψ−(x)).
N´oteseque
χ(0+)=0+A(1+eiγ0)=A
χ(0−)=0+A(0+eiγ1)=Aeiγ
}
⇒χ(0+)=e−iγχ(0−).
Finalmente,sideﬁnimosHγ:=Pγ2sobreeldominio
D(Hγ):={χ(x)∈D(Pγ)Pγχ(x)∈D(Pγ)},
estasfuncionesdebentenerderivadasprimerasabsolutamentecontinuasen
(R+\{0}),derivadassegundasenL2(R)ysatisfaceradem´aslacondici´on
χ′(0+)=e−iγχ′(0−).
Ejercicio88:SobreeldominioD(H):=C∞0 (R+\{0})sedeﬁneHφ(x)=
−φ′(x).Eloperadoradjuntoest´adeﬁnidosobreelconjuntodefunciones
D(H†)={ψ(x)∈C1(R\{0})∩L2(R)
ψ′(x)∈AC(R\{0});ψ′(x)∈L2(R)},
sobrelasqueact´uaseg´unH†ψ(x) =−ψ′(x), mientrasquesuclausura
est´adeﬁnidasobreeldominio
D(¯H)={ϕ(x)∈C1(R)∩L2(R)
ϕ′(x)∈AC(R);ϕ′(x)∈L2(R);ϕ(0)=0=ϕ′(0)},
enelcualtambi´enact´uacomoH¯ϕ(x)=−ϕ′(x).
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ComoH¯nocoincideconH†,eloperadorHnoesesencialmenteautoad-
junto.Paradeterminarsus´ındicesdedeﬁcienciaconsideramoselproblema
deautovalores
H†ψ±(x)=−ψ′±(x)=±iψ±(x)
cuyassolucionesenD(H†)son,respectivamente,
ψ(1)± (x)=
{
e−
(1∓i√2
)
x, x≥0,
0, x<0,
y
ψ(2)± (x)=
{ 0, x>0,
e
(1∓i√2
)
x, x≤0,
con∥ψ(1)± ∥=∥ψ(2)± ∥=2−1/4.
Entonces,n±(H)=2yHadmitetodaunafamiliadeextensionesauto-
adjuntasqueest´anencorrespondenciaunoaunoconlasisometr´ıas(apli-
cacionesquepreservanlanorma)entrelosespaciosbidimensionalesK+ y
K−.
Porcomodidad,deﬁnimosΨ±(x):=
(
ψ(1)± (x)
ψ(2)± (x)
)
∈K±.N´oteseadem´as
que
Ψ′±(x)=−
(1∓i√2
)(1 0
0 −1
)
Ψ±(x).
PodemosescribirlosdominiosdelasextensionesautoadjuntasdeHcomo
D(HU):={χ(x)=ϕ(x)+(AB)·(Ψ+(x)+UΨ−(x))
ϕ(x)∈D(¯H);A,B∈C},
paracadamatrizunitariade2×2,U†U=12(U∈U(2)),lasquedependen
decuatropar´ametrosreales(VerIntroducci´onalateor´ıadegrupos,Curso
deM´etodosdelaF´ısicaMatem´atica,Vol.II,H.Falomir).
Sobretalesfuncionestenemosque
HUχ(x):=H†χ(x)=−ϕ′(x)+i(AB)·(Ψ+(x)−UΨ−(x)).
Porotraparte,comoesasfuncionesysusderivadasprimerastienenl´ımi-
teslateralesbiendeﬁnidosenelorigen,resultaque
(χ(0+)χ(0−))=(AB)[12+U],
(χ′(0+)χ′(0−))=(AB)
[(
1−i√2
)
12+
(
1+i√2
)
U
](−1 0
0 1
)
,
loquecorrespondeadoscondicionessobredichosl´ımiteslaterales.
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Porejemplo,siU=−12,entoncesχ(0+)=0=χ(0−).Similarmente,si
U=i12entoncesχ′(0+)=0=χ′(0−).Engeneral,siU≠−12,
(χ′(0+)χ′(0−))=
=(χ(0+)χ(0−))[12+U]−1
[(
1−i√2
)
12+
(
1+i√2
)
U
](−1 0
0 1
)
,
loqueestableceunparderelacioneslinealesentrelosl´ımiteslateralesen
elorigendelasfuncionesysusderivadasprimeras,lasquecaracterizanel
dominiodelaextensi´on.
Ejercicio89:SiHesautoadjunto,paratodopardefuncionesensudominio
dedeﬁnici´ondebeser
(ψ,Hφ)−(Hψ,φ)=
=
{∫0
−∞+
∫∞
0
}
d
dx[−ψ′(x)∗φ(x)+ψ(x)∗φ′(x)]dx=
=−
(
ψ(0+)
ψ′(0+)
)†( 0 1
−1 0
)(
φ(0+)
φ′(0+)
)
+
+
(
ψ(0−)
ψ′(0−)
)†( 0 1
−1 0
)(
φ(0−)
φ′(0−)
)
=0.
Siφ(0+)=0o´φ′(0+)=0yφ(0−)=0o´φ′(0−)=0(doscondiciones,
unadecadaladodelorigen)selogralaanulaci´ondecadat´erminoinde-
pendientemente.Peroadem´aspuedeimponersealasfuncionessobrelasque
est´adeﬁnalaextensi´onautoadjuntaunacondici´onm´asgeneralquehaceque
secancelelasumadeambost´erminos.Llamando
Φ−:=
(
φ(0−)
φ′(0−)
)
, Φ+:=
(
φ(0+)
φ′(0+)
)
,
imponemos
Φ−:=eiθMΦ+,
conθ∈[0,2π)y
Mt
(
0 1
−1 0
)
M =
(
0 1
−1 0
)
, condetM =1,
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esdecir,conM unamatrizsimpl´ectica(M ∈Sp(2,R)-VerIntroducci´ona
lateor´ıadegrupos,Cursode M´etodosdelaF´ısicaMatem´atica,Vol.II,H.
Falomir).
Enefecto,supongamosque
Φ−=
(
A B
C D
)
Φ+
con (
A∗ C∗
B∗ D∗
)(
0 1
−1 0
)(
A B
C D
)
=
(
0 1
−1 0
)
.
EntoncesA∗C,B∗D∈Ry(A∗D−C∗B)=1,demodoque
(
A B
C D
)
=eiθ
(
ab
c d
)
, cona,b,c,d∈R, yad−bc=1.
Porejemplo,tomandoa=1=d,b=0ycindeterminado,tenemosφ(0−)=
φ(0+)yφ(0+)=(φ′(0−)−φ′(0+))/c,demodoqueenell´ımitec→ ∞
recobramoslaextensi´ondeﬁnidaporlascondicionesφ(0−)=0=φ(0+).
Ejercicio104:Supongamosquelaaberturaeneldiqueessim´etricayque
suformaest´adadaporlarelaci´onx=f(y).Dadoquetantoelaguaenla
superﬁciedelembalse(aalturaz)comolaquesaleporlaabertura(aaltura
y)est´asometidaalapresi´onatmosf´erica,elprincipiodeBernoulipermite
escribirque
ρgz=ρgy+12ρv(y)
2 ⇒ v(y)=√2g(z−y)1/2,
dondehemosdespreciadolavelocidaddelaguaenlasuperﬁcie.Elﬂujode
aguaquesaleporlaaberturaentrelasalturasyey+dyesentonces
dQ(y)=v(y)2f(y)dy,
demodoqueelﬂujototales
Q(z)=
∫z
0
√2g(z−y)1/22f(y)dy=CΦ3/2(z)∗f(z),
dondeC=2√2gΓ(3/2).Enesascondiciones,podemosdespejarladistribu-
ci´onfporconvoluci´ondeambosmiembrosconΦ−3/2,
f(y)=C−1Φ−3/2(y)∗Q(y)=C−1Φ−2(y)∗Φ1/2(y)∗Q(y)=
= C
−1
Γ(1/2)
{∫y
0
Q(z)√y−zdz
}(2)
= C
−1
Γ(1/2)
∫y
0
Q(2)(z)√y−zdz.
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Porejemplo,siQ(y)=BΦ1+α∼yα+,entoncesf(y)=AΦ−3/2(y)∗Φ1+α(y)=
AΦα−1/2(y)∼yα−3/2+ .
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